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В рамках линейной теории длинных волн в двумерной постановке исследуются сейшевые ко-

лебания в бухте со свободным входом на основе полученного аналитического решения. Пока-

зано, что учет двумерности имеет существенное значение для поперечных сейш: волновые 

течения зависят от двух пространственных координат, и их амплитуды являются функциями 

ширины и длины бассейна. Установлено, что для продольных сейш скорости течений перпен-

дикулярны входу в бухту и их максимальные значения не зависят от ее ширины и длины. 

Наибольшие скорости волновых течений имеют продольные сейши. Проводится сравнение 

свойств сейш в бассейне с открытым входом и в полностью замкнутом бассейне, устанавлива-

ются их сходства и различия. Получены оценки периодов сейшевых колебаний и скоростей 

волновых течений в модельном бассейне, аппроксимирующем бухту Круглая, расположенную 

в черте г. Севастополь. 
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Введение. Большинство морей на Земле имеют бухты, которые исполь-

зуются в различных целях: для устройства портов, пляжей, другой инфра-

структуры. Поэтому изучение динамических процессов в бухтах имеет боль-

шую практическую ценность. Одно из распространенных явлений в ограни-

ченных бассейнах – сейши, они наблюдаются как в водоемах в целом, так 

и в отдельных бухтах. Сейши в бухтах создают определенные неудобства, 

а иногда и опасность для судоходства. С ними связывают такое явление, как 

тягун [1, 2], которое представляет собой периодическое движение масс воды 

в гавани, направленное то в одну, то в другую сторону. При этом суда, стоя-

щие на якорях и у причалов, совершают ритмические движения в такт дви-

жения воды и могут срываться с якорей, обрывать швартовы, разбивать свои 

борта о причальные стенки, сталкиваться друг с другом, получая значитель-

ные повреждения [1, 2].  

Сейши в бухтах постоянно привлекают внимание исследователей. Резо-

нанс в гавани рассматривается в работах [2, 3], в [2] приведена также библио-

графия иностранных авторов по данному вопросу. В [4 – 7] анализируются 

результаты обработки данных натурных наблюдений и численных расчетов 

сейш для бухт и заливов Дальнего Востока. В [8, 9] приведены результаты 

обработки данных наблюдений и численного моделирования сейш в Сева-

стопольской бухте. В [10] рассматривается резонансное усиление сейшевых 

колебаний в эстуарии. 
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В некоторых случаях задача о сейшах в бухте допускает получение ана-

литического решения. В частности, в [2, 11, 12] для бухт простой формы при-

ведены формулы для расчета периодов мод сейш, зависящих от одной про-

странственной координаты. Как показывают эксперименты, важно учитывать 

двумерность волнового процесса. Так, в работе [13] с помощью лабораторно-

го эксперимента и численных расчетов исследуются свободные волны в за-

мкнутом прямоугольном канале переменного сечения. Установлено, что од-

номерная модель позволяет удовлетворительно описать частоты сейшевых 

колебаний, однако данные такой модели о положении узловых точек сейше-

вых колебаний отличаются от данных, полученных с помощью двумерной 

модели и результатов эксперимента. Имеется также существенное различие 

полученных по одномерной и двумерной моделям зависимостей амплитуд 

колебаний от продольной координаты. Поэтому представляет интерес нахож-

дение аналитического решения задачи о сейшах в бухте в двумерной поста-

новке. 

Цель настоящей работы – получение аналитического решения задачи 

о сейшевых колебаниях, зависящего от двух пространственных координат, 

для бухты прямоугольной формы, имеющей свободный вход, равный ее ши-

рине, и постоянную глубину. Полученное аналитическое решение использу-

ется для оценки параметров сейш в модельном бассейне, аппроксимирующем 

бухту Круглая, расположенную в черте Севастополя. 

 

Постановка задачи и получение аналитического решения. Рассмот-

рим свободные линейные колебания однородной невязкой жидкости в бухте, 

имеющей одну свободную границу. Будем предполагать, что волны длинные, 

атмосферное давление над акваторией бассейна постоянное. Влиянием вра-

щения Земли пренебрегаем. В данном случае движение жидкости описывает-

ся системой уравнений длинных волн [14] 
 

xt gu  , yt gv  , yxt hvhu )()(  ,                                     (1) 
 

где yx,  – декартовы координаты; vu,  – проекции вектора скорости движе-

ния жидкости на оси x, y соответственно;  – отклонение свободной поверх-

ности; h  – глубина бассейна; t  – время; g  – ускорение свободного падения. 

На твердых боковых стенках бассейна должно выполняться условие не-

протекания 

0nV ,                                                          (2) 
 

здесь nV  – нормальная к боковой стенке бассейна составляющая скорости. На 

свободной границе бассейна требуется выполнение условия свободного про-

хождения (равенство нулю нормальной производной от нормальной состав-

ляющей скорости к жидкой границе бассейна): 
 

0




ax

n

n

V
.                                                    (3) 
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Рассмотрим бухту прямоугольной формы, имеющую постоянную глуби-

ну h  (рис. 1). Длина бухты равна a , ширина – b . Ширина входа в бухту так-

же равна b . С учетом этого граничное условие (2) примет вид 
 

0),(,0)0,(,0),0(  bxvxvyu ,                             (4) 
 

граничное условие (3) запишется как 
 

0




axx

u
.                                                      (5) 

 

 
Рис. 1. Модельный бассейн 

 

Будем искать решение системы (1) в виде функций, периодических по време-

ни и удовлетворяющих граничным условиям (4), (5): 
 

  taxkyutyxu kmkmkm  sin)2)21sin(()(),,(
1

 , 

tybmxvtyxv kmkmkm  sin)sin()(),,( 1 ,                         (6) 

tyxtyx kmkmkm  cos),(),,(  , 
 

где km  – частота колебаний жидкости, .,...,2,1,0,...,2,1,0  mk  

Подставив (6) в систему (1), получим 
 








 



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xk
yu
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yx
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)21(
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),( 
,                           (7) 

 

b

ym
xv

gy

yx
km

kmkm 
sin)(

),(





.                                   (8) 

 

Интегрируя уравнение (7) по x , (8) – по y , найдем 
 

a
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Будем искать )(yukm  и )(xvkm  в виде 
 

)cos()( 1
0

 ybmuyu kmkm  , ))2()21cos(()( 1
0

 axkvxv kmkm  ,          (11) 
 

здесь kmkm vu 00 ,  – амплитуды составляющих скорости.  

Приравнивая правые части уравнений (9), (10) друг к другу и заменяя 

)(yukm  и )(xvkm  на выражения из (11), найдем связь между амплитудами со-

ставляющих скорости: 

kmkm u
kb

am
v 00

)21(

2


 .                                           (12) 

 

Из третьего уравнения системы (1), учитывая (6), (9), (10), (11), получим вы-

ражения для вычисления частот и периодов сейшевых колебаний жидкости 

в бухте прямоугольной формы постоянной глубины:  
 

2222 4)21(
2

ambkgh
ab

km 


 ,                               (13) 

 

2222 42k)(1
  

4

amb

ab

gh
km


 .                                (14) 

 

С учетом (9), (11) формула (6) примет вид 
 

t
b

ym

a
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
 coscos

2
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2
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Выражение (15) можно записать следующим образом: 
 

t
b

ym

a

xk
tyx kmkmkm 


 coscos

2

)21(
cos),,( 0


 ,                  (16) 

 

где km0  – амплитуда отклонения свободной поверхности. Формула (16) поз-

воляет найти профиль свободной поверхности жидкости для заданных значе-

ний kmmk 0,,    и геометрических параметров бассейна ba, . 

Используя (15) и (16), получим  
 

km
km

km u
kg

a
00

)21(

2







 .                                          (17) 

 

С учетом выражения (13) соотношение (17) примет вид 
 

22220
0 4)21(

)21(
mabk

g

h

bk

u km
km 


 .                          (18) 

 

Отсюда имеем формулу для вычисления значений kmu0  по заданному значе-

нию km0 : 

2222
00

4)21(

)21(

ambk

bk

h

g
u kmkm




 .                               (19) 
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Подставляя выражение (19) в (12), получим формулу для вычисления kmv0  по 

заданному значению km0 : 

2222
00

4)21(

2

ambk

ma

h

g
v kmkm


 .                                   (20) 

 

Используя (6), (11), (19), (20), выпишем формулы для расчета составляющих 

волновых скоростей: 
 

t
b
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h
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2

)21(
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2
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0


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Таким образом, для прямоугольной бухты постоянной глубины со сво-

бодным входом, равным ширине бухты, получено решение системы уравне-

ний длинных волн. Оно позволяет найти периоды мод сейшевых колебаний 

по формуле (14) и, задавая начальные значения амплитуд отклонений сво-

бодной поверхности km0 , рассчитать на основе соотношения (16) отклоне-

ния свободной поверхности, а также с помощью выражений (21), (22) – вол-

новые скорости соответствующих мод. 

Проанализируем максимальные скорости волновых течений, обуслов-

ленных сейшами. Для продольных сейш )0,0(  mk  из формулы (20) сле-

дует, что 00 v . Это означает, что волновые течения всегда направлены па-

раллельно оси x . Из выражения (19), учитывая, что )0,0(  mk , найдем  

h

g
u kk 0000  .                                                      (23) 

 

Из (23) следует, что максимальная скорость волнового течения для продоль-

ных сейш не зависит ни от ширины бассейна b , ни от его длины a . Она пря-

мо пропорциональна амплитуде начального отклонения свободной поверхно-

сти и обратно пропорциональна h . Аналогичная закономерность имеет ме-

сто для случая, когда бассейн полностью замкнут [15]. 

Для поперечных сейш )0,0(  mk  из формулы (19) получим 

222
0000

4 amb

b

h

g
u mm


                                   (24) 

и с использованием (20) найдем 
 

222
0000

4

2

amb

ma

h

g
v mm


  .                                 (25) 

На основании выражений (24), (25) сделаем вывод, что амплитуды u , v  не 

равны нулю. Отсюда следует, что волновые течения у поперечных сейш 

в бухте не параллельны оси y . При этом 0u , 0v  обратно пропорциональны 
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)4( 222 ambh  , 0u  прямо пропорциональна b , 0v  прямо пропорциональна 

a . Это существенно отличает сейши в бухте от сейш в полностью замкнутом 

бассейне, для которого 00 u , 0v  определяется формулой, аналогичной (23) 

[15]. Если длина бухты b  намного больше ее ширины a , то 0u  будет стре-

миться к 
h

g
m00 , 0v  – к 

b

ma

h

g
m

2
00 . В случае, когда ba  , амплитуда 

0u  будет стремиться к 
b

ma

h

g
m

2
00 , 0v  – к 

h

g
m00 . 

Для продольно-поперечных сейш )0,0(  mk  из выражений (19), (20) 

следует, что амплитуды u , v  зависят от hba ,, . 

Для моды Гельмгольца )0,0(  mk  из формулы (20) получим 00 v . На 

основании выражения (19) находим, что 0u  определяется формулой (23). От-

сюда следует, что волновое течение для моды Гельмгольца всегда направлено 

параллельно оси x  и его максимальная скорость не зависит ни от ширины бас-

сейна, ни от его длины. Она прямо пропорциональна амплитуде начального 

отклонения свободной поверхности и обратно пропорциональна h . Отметим, 

что в полностью замкнутом бассейне мода Гельмгольца отсутствует. 

Для всех видов сейш в бухте справедлива закономерность: чем больше 

глубина бухты, тем меньше максимальная скорость волновых течений, вы-

званных сейшами. 

На основе полученного в настоящей работе аналитического решения вы-

полнен расчет параметров сейш в модельном бассейне, аппроксимирующем 

бухту Круглая. На берегах этой бухты расположены городской пляж «Оме-

га», яхтклуб и другие объекты. При проведении расчетов бухта аппроксими-

ровалась прямоугольным бассейном с постоянной глубиной 2,5 м, длиной 

1200 м, шириной 800 м, амплитуда начального возвышения уровня 0  пола-

галась равной 20 см. 

В таблице приведены рассчитанные по формуле (14) периоды первых де-

вяти мод сейш в модельном бассейне. 

 

Периоды сейш и максимальные значения модуля скорости волновых 

течений в модельном бассейне, аппроксимирующем бухту Круглая 
 

Номер моды k  m  Период, мин 
max

kmV , м/с 

1 0 0 16,2 0,40 

2 1 0   5,4 0,40 

3 0 1   5,1 0,38 

4 1 1   3,8 0,28 

5 2 0   3,2 0,40 

6 2 1   2,8 0,34 

7 0 2   2,7 0,39 

8 1 2   2,4 0,35 

9 2 2   2,1 0,30 
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Как видно из таблицы, период моды Гельмгольца составляет 16,2 мин. 

При этом он в три раза больше периодов мод одноузловых продольной и по-

перечной сейш, равных 5,4 и 5,1 мин соответственно. 

Рассмотрим колебания уровня. Как видно из формулы (16), следствием 

выполнения условия (5) свободного прохождения волн на открытой границе 

бассейна является то, что на выходе из бухты для всех мод сейш располагает-

ся узловая линия уровня. При этом на стенке  y,0  всегда будут иметь место 

области, в которых максимальны по модулю отклонения уровня.  

Как показал анализ изолиний уровня, в бухте узловые линии, параллель-

ные оси y , сдвинуты в сторону кутовой части бассейна по сравнению с узло-

выми линиями в полностью замкнутом бассейне. Положение узловых линий, 

параллельных оси x , не изменяется. Для примера на рис. 2, а показаны изо-

линии уровня моды )2,2(  mk  при 0t . Картина изолиний уровня для 

данной моды в замкнутом бассейне приведена в [16]. На рис. 2, б показаны 

изолинии уровня одноузловой поперечной сейши )1,0(  mk  при 0t . 

Как видно из этого рисунка, с удалением от стенки  y,0  происходит нару-

шение параллельности изолиний и они изгибаются к стенкам  0,x ,  bx, . 

В полностью замкнутом бассейне изолинии уровня данной моды всегда па-

раллельны оси x . 
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Рис. 2. Изолинии уровня жидкости в бухте: а – мода  2,2  mk ; б – мода  0,1  mk  
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Рассмотрим особенности волновых течений. Как было показано выше, 

для поперечных сейш в бухте скорость волновых сейшевых течений зависит 

от двух пространственных координат. Это отличает их от волновых течений в 

замкнутом бассейне, в котором они параллельны оси y . На рис. 3, а показано 

векторное поле скорости волнового течения для моды  0,1  mk  в момент 

времени, когда 1sin 10 t . Видно, что в части бухты, расположенной ниже 

узловой линии, которая проходит через точку  2/,0 b  параллельно оси x , 

формируется течение, направленное к выходу из бухты. В противоположной 

части бассейна формируется течение, направленное от входа в бухту. При 

этом направления течений будут изменяться на противоположные каждые 

полпериода волны. Течения наиболее интенсивны в той половине бухты, ко-

торая ближе к входу в нее.  
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Рис. 3. Векторное поле скорости волнового течения для моды  0,1  mk  

 

В заключение остановимся подробнее на моде Гельмгольца, которая от-

сутствует в полностью замкнутом бассейне. В иностранной литературе ее 

часто называют pumping mode. Это связано с тем, что данная мода действует 

как насос. В первую половину периода жидкость «выкачивается» из бухты, 

при этом понижается уровень в окрестности стенки  y,0 , расположенной 

напротив входа в бухту. Во вторую половину периода жидкость будет «зака-

чиваться» в бухту, и уровень возле этой стенки будет возрастать. Как показа-

но выше, течение жидкости параллельно оси x  и его максимальная скорость 

составляет 40 см/с, если максимум отклонения уровня 20 см.  

В таблице приведены максимальные значения модуля скорости волновых 

течений для первых девяти мод сейш в модельном бассейне при начальном 

возвышении уровня, равном 20 см. Видно, что наибольшие скорости течений 

(равные 40 см/с) имеют продольные сейши. 
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Выводы. Установлено, что сейшевые колебания в бухтах со свободным 

входом существенно отличаются от сейш в полностью замкнутых бассейнах. 

1. Спектр собственных колебаний бухты содержит моду, которая отсут-

ствует в полностью замкнутом бассейне. У этой моды, называемой модой 

Гельмгольца, нет узловых линий внутри бухты. При этом волновое течение 

направлено перпендикулярно входу в бухту и его максимальная скорость не 

зависит от ширины и длины бухты, она обратно пропорциональна квадрат-

ному корню от ее глубины. 

2. Волновые течения поперечных сейш в бухте (их узловые линии пер-

пендикулярны входу в бухту) зависят от двух пространственных координат. 

При этом амплитуды их скоростей являются функциями ширины и длины 

бассейна.  

3. Для продольных сейш (их узловые линии расположены параллельно 

входу в бухту) скорости течений перпендикулярны входу в бухту и их мак-

симальные значения не зависят от ее ширины и длины и определяются глу-

биной бухты и амплитудой начального отклонения уровня. 

4. Наибольшие скорости волновых течений имеют продольные сейши. 

 

Работа выполнена в рамках государственного задания по теме № 0827-

2014-0010 «Комплексные междисциплинарные исследования океанологиче-

ских процессов, определяющих функционирование и эволюцию экосистем 

Черного и Азовского морей, на основе современных методов контроля состо-

яния морской среды и грид-технологий». 
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Investigation of seiche oscillations in a free entrance bay 
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Seiche oscillations in a free entrance bay are investigated within the framework of the linear theory of 

long waves in two-dimensional formulation based on the obtained analytical solution. It is shown that 

allowance for two-dimensional spatial character is important for transverse seiches: the wave flows 

depend on two spatial coordinates, and their amplitudes are the functions of the basin width and 

length. It is found that for the longitudinal seiches, the wave flows’ velocities are normal to the bay 

entrance and their maximum values do not depend on its width and length. The longitudinal seiches 

are characterized by the highest velocities of the wave flows. The features of the seiches in a free 

entrance basin and in a completely closed one are compared. Their similarities and differences are 

revealed. The periods both of the seiche oscillations and the wave flows’ velocities are estimated for 

the model basin approximating the Kruglaya Bay in Sevastopol. 
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