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На основе построенных методом многих масштабов асимптотических разложений до величин третьего по-

рядка малости для потенциала скорости движения однородной жидкости конечной глубины и для возвыше-

ния поверхности пластинка  жидкость (лед  вода) проанализированы дисперсионные свойства колебаний, 

формируемых при взаимодействии прогрессивных гармоник поверхностных волн конечной амплитуды. Рас-

смотрены изменения частоты колебаний за счет вклада обусловленных учетом нелинейности величин перво-
го и второго приближений. Исследовано влияние нелинейности ускорения вертикальных смещений ледяной 

пластинки на амплитуду, частоту и фазовую скорость волновых возмущений. Показано, что частота колеба-

ний при волновых числах, бóльших максимального резонансного значения, увеличивается при учете нели-
нейности ускорения вертикальных смещений пластинки. Растет она и при увеличении толщины пластинки, 

а смена знака (с плюса на минус) амплитуды второй взаимодействующей гармоники уменьшает значение 

частоты при фиксированном волновом числе. Рост фазовой скорости при учете нелинейности ускорения 
значительнее, чем без учета. При отрицательном значении амплитуды второй взаимодействующей гармоники 

фазовая скорость в случае учета нелинейности ускорения меньше, чем без учета. 

Ключевые слова: колебания ледяной пластинки, волны конечной амплитуды, нелинейное взаимодейст-
вие волн, изгибная деформация пластинки, фазовые характеристики. 
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Asymptotic expansions up to the third-order terms are constructed based on the multiple scales method for the fluid 

velocity potential of the finite-depth homogeneous fluid and elevation of the plate-fluid surface (ice-water surface). 
The obtained expansions constitute a foundation for analyzing the fluctuations’ dispersive features formed under 

interaction of progressive harmonics of the finite-amplitude surface waves. Changes of the fluctuations’ frequency 

taking place due to the contribution of the values of the first and second approximations conditioned by the taken into 
account non-linearity are considered. The effect of non-linearity of the ice plate vertical displacements’ acceleration 

upon the amplitude, frequency and phase velocity of the wave disturbances is studied. It is shown that at the wave 
numbers exceeding the maximum resonance value, the oscillation frequency increases in case non-linearity of the 

plate vertical displacements’ acceleration is taken into account. It also grows with the plate thickness, and change of 

a sign (plus into minus) of the second interacting harmonic amplitude reduces the frequency value if the wave number 
is fixed. When the acceleration non-linearity is taken into consideration, the phase velocity increases more significant-
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tion non-linearity is taken into account, the phase velocity is lower than when it is not. 
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Введение. В линейной постановке исследование колебаний в жидкости 

с плавающей упругой пластинкой проведено в работах [18]. Анализ влияния 

массовых и упругих сил пластинки на характеристики вынужденных неуста-

новившихся изгибно-гравитационных волн малой амплитуды выполнен 

в статье [9]. Изучению нелинейных колебаний абсолютно гибкой пластинки 

(битого льда), плавающей на поверхности однородной идеальной жидкости 

конечной глубины, посвящена работа [10]. Колебания конечной амплитуды 

в однородной жидкости с плавающей упругой пластинкой без учета нелиней-

ности ускорения ее вертикальных смещений рассмотрены в статьях [11–13]. 

Оценка влияния нелинейности ускорения вертикальных смещений пластин-

ки, обусловленных ее изгибом, на распространение периодических поверхно-

стных волн дана в работе [14]. Формирование нелинейных колебаний абсо-

лютно гибкой плавающей пластинки при нелинейном взаимодействии бегу-

щих периодических волновых гармоник проанализировано в статье [15]. 

В настоящей работе исследуются колебания, формируемые в системе ле-

дяная пластинка – жидкость при взаимодействии гармоник бегущих перио-

дических поверхностных волн конечной амплитуды. 

1. Постановка задачи. Пусть на поверхности однородной идеальной не-
сжимаемой жидкости постоянной глубины H плавает тонкая упругая пла-
стинка постоянной толщины h. В горизонтальных направлениях пластинка 
и жидкость неограниченны. Рассмотрим нелинейные колебания пластинки 
при взаимодействии первой и второй гармоник прогрессивных волн конечной 
амплитуды, предполагая движение жидкости потенциальным, а колебания пла-

стинки безотрывными. В безразмерных переменных 111 ,, tkgtkzzkxx  , 

 ζζ k ,    g2 kk , где k – волновое число; g – ускорение силы тяже-

сти; t – время; φ(x, z, t) – потенциал скорости движения жидкости; ζ(x, t) – 
прогиб пластинки или возвышение поверхности пластинка – жидкость, зада-
ча заключается в решении уравнения Лапласа 

ζ,,0  zHxzzxx           (1.1) 

для потенциала скорости с граничными условиями на поверхности пластин-

ка – жидкость (z = ζ) 
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Е, h, ρ1, ν – модуль нормальной упругости, толщина, плотность, коэффициент 

Пуассона пластинки; ρ – плотность жидкости. Потенциал скорости и прогиб 

пластинки при z = ζ связаны кинематическим условием 
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В динамическом условии (1.2) выражение с множителем κ представляет со-

бой инерцию вертикальных смещений пластинки. Первое слагаемое в скоб-

ках этого выражения характеризует нелинейность вертикального ускорения 

пластинки. 

2. Уравнения для нелинейных приближений. Решение задачи (1.1)–(1.5)

найдем методом многих масштабов [16]. Введем две новые медленно ме-

няющиеся по сравнению с t = Т0 переменные tTtT 2
21 ε,ε  , где ε малое, но 

конечное, и предположим справедливость разложений 
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Подставив φ из выражений (2.1) в (1.1) и (1.3), с точностью до величин 
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Рассмотрим теперь динамическое (1.2), кинематическое (1.5) и начальное 

(1.4) условия. Представим потенциал скорости поверхности пластинка – жид-

кость 0εζz  в виде 
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для определения нелинейных приближений. 
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Отметим, что слагаемые F2
0
, F3

0
, входящие в правые части динамических

условий (2.4) для второго (n = 2) и третьего (n = 3) приближений, обусловле-

ны учетом нелинейности ускорения вертикальных смещений пластинки. 

3. Выражения для прогиба пластинки и потенциала скорости движе-

ния жидкости. Уравнения (2.3)–(2.7) получены для общего случая неустано-

вившихся колебаний конечной амплитуды. Найдем решение этих уравнений 

в случае взаимодействия бегущих периодических волновых гармоник 

 cos11  и  2cos112 a , ),( 210 TTTx  . Зададим первое приближе-

ние (n = 1) возвышения поверхности пластинка – жидкость в виде 

12111  ,       (3.1) 

где a1 – постоянная порядка единицы, а  = 0 при t = 0. Удовлетворяя усло-

вию на дне и учитывая взаимосвязь волновых характеристик через граничные 

условия (2.4), (2.5), можно записать 
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Амплитуду a1 и фазовый сдвиг β(Т1, Т2) определим из последующих прибли-

жений. 

Подставив ζ1 и φ1 в правые части динамического (2.4) и кинематического 
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где а – амплитуда начальной гармоники. 
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мущение и при отказе от учета нелинейности ускорения вертикальных сме-
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Здесь и далее индекс 1 у латинских символов x, z, t и знак звездочки у гре-
ческих  и  опущены. 

4. Анализ результатов. Полученное решение (3.6) справедливо вне малых
окрестностей резонансных значений волнового числа k, являющихся положитель-
ными действительными корнями k = k1, k = k2, k = k3, k = k4 уравнений 

6...3,0cth222  nnHnknn   (4.1) 
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соответственно. При этом k1 > k2 > k3 > k4. Отметим, что одно из этих резо-

нансных значений k = k1, получаемое из уравнения (4.1) при n = 3, совпадает 

с меньшим из двух резонансных значений, получаемых в случае, когда пер-

вое приближение ζ1 задается в виде ζ1 = ζ11 [14]. 

Чтобы количественно оценить влияние упругих и массовых сил пластин-

ки на характеристики формируемых возмущений, проводились численные 

расчѐты при значениях модуля упругости E = 0,510
9
310

9
 Н/м

2
, коэффици-

ента Пуассона ν = 0,34 и плотности ρ1/ρ = 0,87, соответствующих ледяной 

пластинке [17]. На рис. 1, 2 приведены профили возвышения поверхности 

лед  вода (изгиба ледяной пластинки) вдоль направления перемещения волны 

(отрицательное направление оси х) для E = 3·10
3
 Н/м

2
 и значений h = 1 м, Н = 

= 100 м при t = 17 мин, k = 0,21 м
-1

,  = аk = 0,21 (рис. 1) и t = 10 ч, k = 710
-3

 м
-1

, 

 = 1,410
-2

 (рис. 2). Профили (х) на рис. 1, а; 2, а соответствуют положитель-

ному значению амплитуды второй взаимодействующей гармоники (а1  0), а на 

рис. 1, б; 2, б – отрицательному (а1  0). Штриховые линии – профили, полу-

ченные с учетом нелинейности ускорения вертикальных смещений ледяной 

пластинки (F2
0
  0, F3

0
  0), а сплошные – без учета (F2

0
 = 0, F3

0
 = 0). 

 

 
 
Рис. 1. Профили волны изгибной деформации 

ледяной пластинки при амплитуде начальной 

гармоники a = 1 м и волновом числе k = 

= 0,21 м-1, если a1  0 (а) и a1  0 (б) 

Fig. 1. The wave profiles of the flexural defor-

mation of the ice plate with the amplitude of the 

initial harmonic a = 1 m and wave number k= 

= 0.21 m-1, in case a1  0 (а) and a1  0 (b) 
 

 
 
Рис. 2. Профили волны изгибной деформации 

ледяной пластинки при амплитуде начальной 

гармоники а = 2 м и волновом числе 710-3 м-1, 

если a1  0 (а) и a1  0 (б) 
Fig. 2. The wave profiles of the flexural deforma-

tion of the ice plate with the amplitude of the initial 

harmonic а = 2 m and wave number 710-3 m-1, in 

case a1  0 (а) and a1  0 (b) 
 

Из анализа графиков (х) следует, что при взаимодействии волновых гар-

моник учѐт нелинейности ускорения вертикальных смещений ледяной пла-

стинки при ее изгибной деформации ускоряет смещение профиля волны 

в отрицательном направлении оси х (направлении движения волны) и незна-

чительно изменяет амплитуду волны изгиба, зависящую от волнового числа 
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и характеристик пластинки. При а1  0 максимальные смещения поверхности 

бассейна достигаются в вершинах поднятий волны, а минимальные – в подош-

вах впадин. Изменение знака амплитуды а1 второй взаимодействующей гармо-

ники обусловливает существенную деформацию профиля изгиба. В случае 

а1  0 максимальные смещения профиля проявляются в виде впадин. При этом 

учет нелинейности ускорения вертикальных смещений пластинки при изгибе 

обусловливает замедление скорости перемещения волны. С увеличением длины 

волны основной гармоники становится заметнее вклад высших гармоник во 

впадинах и поднятиях на профилях (х), а с ее уменьшением – профиль волны 

приближается к гармоническому виду. 

Распределение по волновому числу частоты колебаний в линейном случае 

и обусловленной учетом нелинейности величины сдвига частоты в приближе-

нии порядка малости  и в приближении порядка 
2
 показано на рис. 3, 4, 5 

соответственно при H = 100 м. На рис. 3 кривые 1, 3, 4 получены при h = 0,5 м, 

а кривые 2, 5, 6 – при h = 1 м. Линии с номером 3, 5 отвечают модулю упруго-

сти E = 10
9
 Н/м

2
, а с номером 4, 6 – значению E = 310

9
 Н/м

2
. Кривые 1, 2 соот-

ветствуют случаю абсолютно гибкой пластинки (E = 0), моделирующей битый 

лед. Приведенные графики свидетельствуют об увеличении линейной компо-

ненты частоты колебаний с ростом толщины льда и его модуля упругости, что 

согласуется с работами [9, 17]. Чем короче длина волны (бóльшее значение 

волнового числа), тем значительнее проявляется влияние h и E. 

В длинноволновом диапазоне оно практически отсутствует. 

Рис. 3. Распределение частоты колебаний по 
волновому числу в линейном случае при тол-
щине льда 0,5 м (кривые 1, 3, 4) и 1 м (кривые 2, 
5, 6) в случае модуля упругости E = 109 Н/м2 
(кривые 3, 5), E = 3109 Н/м2 (кривые 4, 6), E = 0 
(кривые 1, 2) 

Fig. 3. Distribution of the fluctuation frequency with 

respect to the wave number in the linear case with an 

ice thickness 0,5 m (the curves 1, 3, 4) and 1 m (the 

curves 2, 5, 6) in the case of the elastic modulus E = 

=109 N/m2 (the curves 3, 5), E = 3109 N/m2 (the 

curves 4, 6), E = 0 (the curves 1, 2) 

Рис. 4. Распределение по волновому числу обу-
словленной нелинейностью компоненты частоты 
колебаний в первом приближении без учета мно-
жителя ε = ak в случае a1  0 при h = 0,5 м (кри-
вые 1, 2) и h = 1 м (кривые 3, 4), если E = 109 Н/м2 
(кривые 1, 3) и E = 3109 Н/м2 (кривые 2, 4) 

Fig. 4. Distribution of the fluctuation frequency com-

ponent due to the nonlinearity in the first approxima-

tion, without taking into account the factor ε = ak in 

case a1  0 when h = 0,5 m (the curves 1, 2) and 

h = 1 m (the curves 3, 4), if E  = 109 N/m2 (the 

curves 1, 3) and E = 3109 N/m2 (the curves 2, 4) 
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Распределение обусловленной нелинейностью компоненты частоты ко-

лебаний по волновому числу в приближении порядка  без учета множителя 

ε = ak приведено на рис. 4 для а1 > 0 , где кривые с номером 1, 2 соответству-

ют h = 0,5 м, а с номером 3, 4 значению h = 1 м. Кривые 1, 3 получены при 

E = 10
9
 Н/м

2
, а кривые 2, 4 – при E = 310

9
 Н/м

2
. Сплошные линии построены 

без учета нелинейности ускорения вертикальных смещений пластинки, 

а штриховые с учетом. Из рисунка видно, что влияние нелинейности ускоре-

ния (F2
0
  0, F3

0
  0) проявляется в увеличении сдвиговой компоненты часто-

ты в приближении порядка . Причем вклад учета нелинейности ускорения 

растет с увеличением волнового числа (уменьшение длины волны). В случае 

а1 < 0 величина приведенной компоненты сохранится, но знак изменится на 

противоположный. Это видно из выражения 1, где в знаменателе присутст-

вует а1. Следовательно, смена знака а1 ведет к смене знака 1. 

Рис. 5. Распределение сдвиговой компоненты частоты колебаний второго порядка малости по 

волновому числу с точностью до множителя при a1  0, если k  k4 (а) и k  k1 (б) 

Fig. 5. Distribution of the fluctuation frequency displacement component of the second order  accord-

ing to the wave number within the accuracy of a factor when a1  0, in case k  k4 (а) and k  k1 (b) 

Дисперсионные кривые, связывающие сдвиговую компоненту частоты вто-

рого порядка малости с волновым числом, показаны с точностью до множителя 


2
 = a

2
k

2
 на рис. 5 при фиксированном  в случае a1  0. При этом на рис. 5, а они

приведены для значений волнового числа из диапазона k  k4, а на рис. 5, б – для k 

из диапазона k  k1. Все обозначения на рис. 5 те же, что и на рис. 4. Поведение 

графиков свидетельствует, что в диапазоне k  k4 существует такое значение 

волнового числа, при переходе через которое знак компоненты порядка малости 


2
 меняется с плюса на минус. В диапазоне k  k1 эта компонента отрицательна

при рассмотренных значениях k. Учѐт нелинейности ускорения вертикальных 

смещений пластинки уменьшает величину модуля компоненты при фиксиро-

ванном значении k. Увеличение упругости пластинки приводит к росту абсо-

лютной величины сдвиговой частоты. Аналогичный эффект наблюдается и при 

увеличении толщины ледяной пластинки. Характер распределения сдвиговой 
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частоты второго порядка малости по волновому числу при фиксированном  для 

a1  0 в качественном отношении практически такой же, как и при a1  0 (рис. 5). 

Рис. 6. Распределение частоты колебаний, фор-
мируемых при нелинейном взаимодействии 
волновых гармоник, по волновому числу при 
a1  0 (линии 1, 3) и a1  0 (линии 2, 4), если 
h = 1 м (линии 1, 2) и h = 0,5 м (линии 3, 4) 

Fig. 6. Distribution of the fluctuations frequency 
formed in the case of nonlinear interaction of wave 
harmonics, by wavenumber when a1  0 (the 
lines 1, 3) and a1  0 (the lines 2, 4), in case h = 1 m 
(the lines 1, 2) and h = 0,5 m (the lines 3, 4) 

Рис. 7. Влияние учѐта нелинейности ускоре-
ния вертикальных смещений пластинки на 
фазовую скорость сформировавшейся изгиб-
но-гравитационной волны 

Fig. 7. The influence of taking into account the 
nonlinearity of vertical displacement acceleration 
of the plate on the phase velocity of the generat-
ed flexural-gravitational wave 

Распределение частоты колебаний   2
22

1  kaakkg , форми-

руемых при нелинейном взаимодействии волновых гармоник, по волновому 

числу приведено на рис. 6. Здесь линии 1, 3 приведены для a1  0, а ли-

нии 2, 4 – для a1  0. Линиям 1, 2 отвечает толщина пластинки 1 м, а линиям 

3, 4 – толщина 0,5 м. Штриховые кривые показывают распределение частоты 

колебаний при учете нелинейности ускорения вертикальных смещений пла-

стинки при ее изгибной деформации, а сплошные линии – без учета. Как 

и следовало ожидать, учет нелинейности ускорения приводит к увеличению 

частоты колебаний. Растет  и при увеличении толщины упругой пластинки. 

Смена знака амплитуды a1 с плюса на минус уменьшает значение частоты 

колебаний при фиксированном волновом числе. 

Влияние учета нелинейности ускорения вертикальных смещений пла-

стинки при ее изгибе на фазовую скорость сформировавшейся изгибно-

гравитационной волны конечной амплитуды иллюстрируют графики υ(k), 

изображенные на рис. 7 для k  k1. Они получены при a1  0, H = 100 м, 

h = 1 м, E = 310
9
 Н/м

2
 как с учетом (штриховая линия), так и без учета (тон-

кая сплошная линия) нелинейности вертикального ускорения. Толстая 

сплошная линия представляет фазовую скорость в линейном приближении. 

Анализ результатов численных расчетов в рассматриваемом диапазоне вол-

новых чисел показывает, что учет нелинейности обусловил увеличение ско-

рости перемещения волны изгиба. При этом увеличение скорости при учете 
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нелинейности вертикальных смещений больше, чем без ее учета. Отметим, 

что с ростом толщины пластинки или модуля ее упругости растет и значение 

фазовой скорости [9, 17]. 

Если a1  0, то значения υ(k) в случае учета нелинейности ускорения 

меньше, чем без учета. При этом υ(k) как при учете, так и без учета нелинейно-

сти ускорения принимает меньшие значения, чем в линейном приближении. 

В диапазоне волновых чисел k  k4 (длинные волны) влияние характери-

стик пластинки на распределение υ по k практически не проявляется [9, 17]. 

Зависимости υ(k) с учетом и без учета слагаемых F2
0
 и F3

0
 в выражении (2.4)

совпадают между собой как для a1  0, так и для a1  0. Причем в случае 

a1  0 график υ(k) проходит выше соответствующего линейному приближе-

нию, а в случае a1  0 ниже, хотя и незначительно. 

Заключение. На основе построенных методом многих масштабов асим-

птотических разложений до величин третьего порядка малости для потенциа-

ла скорости движения однородной жидкости конечной глубины и для возвы-

шения поверхности пластинка – жидкость (лед – вода) выполнен анализ фа-

зовых характеристик возмущений, формируемых при нелинейном взаимо-

действии двух бегущих периодических волн. Дана оценка вклада обуслов-

ленных нелинейностью величин сдвиговой частоты колебаний в приближе-

нии первого и второго порядка малости. Показана зависимость этих величин 

от знака амплитуды второй взаимодействующей гармоники и от учета нели-

нейности ускорения вертикальных смещений ледяной пластинки. Смена зна-

ка амплитуды второй гармоники приводит к изменению знака сдвиговой 

компоненты частоты в первом приближении. Влияние нелинейности ускоре-

ния вертикальных смещений пластинки проявляется в увеличении этой сдви-

говой компоненты частоты. 

Учет нелинейности ускорения вертикальных смещений пластинки умень-

шает величину модуля сдвиговой компоненты второго порядка малости. Уве-

личение упругости (или толщины) пластинки приводит к росту абсолютной 

величины этой компоненты. 

Частота колебаний с учетом обусловленных нелинейностью сдвиговых 

компонент при волновых числах, бóльших максимального критического зна-

чения, увеличивается при учете нелинейности ускорения вертикальных сме-

щений пластинки. Частота растет и при увеличении толщины пластинки, 

а смена знака амплитуды второй гармоники с плюса на минус уменьшает 

значение частоты при фиксированном волновом числе. В этом диапазоне 

волновых чисел нелинейность обусловливает увеличение скорости переме-

щения волны изгиба при положительном значении амплитуды второй гармо-

ники. Рост скорости при учете нелинейности ускорения вертикальных сме-

щений больше, чем без учета. При отрицательном значении амплитуды вто-

рой гармоники в случае учета нелинейности ускорения фазовая скорость 

меньше, чем без учета. 

В длинноволновом диапазоне при волновых числах, меньших минималь-

ного критического значения, влияние характеристик пластинки на распреде-

ление фазовой скорости по волновому числу практически не проявляется. 
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Распределения фазовой скорости по длине волны с учетом и без учета нели-

нейности ускорения совпадают между собой как при положительном, так 

и при отрицательном значении амплитуды второй гармоники. Причем для 

положительного значения амплитуды величина фазовой скорости больше, 

а для отрицательного – меньше, чем в линейном приближении. 

Работа выполнена в рамках государственного задания по теме № 0827-

2018-0003. 
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