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Цель. Описание новой методики численного решения уравнений гидродинамики несжимаемой 

жидкости со свободной границей и переменной плотностью в гидростатическом приближе-

нии – цель настоящей работы. 

Методы и результаты. Алгоритм основан на методе гиперболической декомпозиции – пред-

ставлении многослойной среды в виде отдельных слоев, взаимодействующих через границы 

раздела. Силы, действующие на верхнюю и нижнюю границы каждого слоя, трактуются как 

внешние, не нарушающие свойства гиперболичности системы уравнений для каждого слоя. 

Для решения системы гиперболических уравнений с переменной плотностью в каждом слое 

используется явная схема КАБАРЕ. Схема имеет второй порядок аппроксимации и обратима 

по времени. Ее особенностью является повышенное число степеней свободы – наряду с кон-

сервативными переменными, определенными в центрах расчетных ячеек, используются пото-

ковые переменные, отнесенные к серединам граней. Система уравнений многослойной мелкой 

воды не является безусловно гиперболической и при потере гиперболичности становится не-

корректной. Гиперболическая декомпозиция не устраняет некорректности исходной системы. 

Для регуляризации численного решения предлагается использовать следующий набор средств: 

фильтрацию на каждом временном шаге потоковых переменных скорости, плотности и толщи-

ны слоя; сверхнеявную аппроксимацию градиента давления; линейную искусственную вяз-

кость; переход к эйлерово-лагранжевым (СЭЛ) переменным, приводящий к обмену между 

слоями массой и импульсом. Основным средством, стабилизирующим численное решение на 

больших временах, является переход к СЭЛ-переменным. Остальные приемы вспомогательные 

и используются для тонкой настройки.  

Выводы. Показано, что для обеспечения регуляризации и гарантированной устойчивости задач 

необходимо не только перестраивать расчетную сетку на каждом временном шаге, но также 

использовать фильтрацию потоковых переменных и искусственную вязкость, моделирующую 

турбулентное перемешивание. 
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Purpose. The present article is devoted to describing a new method of numerical solution for hydrostatic 

approximation of incompressible hydrodynamic problems with free surfaces and variable density.  

Methods and Results. The algorithm is based on the hyperbolic decomposition method, i. e. represen-

tation of a multilayer model as a sum of the one-layer models interacting by means of the reaction 

forces through the layers’ interfaces. The forces acting on the upper and lower interfaces of each layer 

are interpreted as the external ones which do not break hyperbolicity of the equations system for each 

layer. The explicit CABARET scheme is used to solve a system of hyperbolic equations with variable 

density in each layer. The scheme is of the second approximation order and the time reversibility. Its 

feature consists in the increased number of freedom degrees: along with the conservative-type varia-

bles referred to the centers of the calculated cells, applied are the flux-type variables related to the 

middle of the vertical edges of these cells. The system of the multilayer shallow water equations is not 

unconditionally hyperbolic, and in case hyperbolicity is lost, it becomes ill-posed. Hyperbolic decom-

position does not remove incorrectness of the original system of the multilayer shallow water equa-

tions. To regularize the numerical solution, the following set of tools is propose: filtration of the flow 

variables at each time step; super-implicit approximation of the pressure gradient; linear artificial 

viscosity and transition to the Euler-Lagrangian (SEL) variables that leads to the mass and momentum 

exchange between the layers. Such transition to the SEL variables is the basic tool for stabilizing nu-

merical solution at large times. The rest of the tricks are the auxiliary ones and used for fine tuning. 

Conclusion. It is shown that regularizing and guaranteeing the problems’ stability requires not only 

reconstruction of the computational grid at each time step, but also application of the flow-type varia-

bles’ filtering and the artificial viscosity simulating turbulent mixing. 
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Введение 
Достижения последних десятилетий в области моделирования и прогноза 

морских течений связаны в первую очередь с бурным развитием высокопро-

изводительных вычислительных систем и новыми математическими алгорит-

мами [1–6]. Современные задачи гидродинамики океана описываются нели-

нейными уравнениями с частными производными, решаются в сложных об-

ластях с высоким пространственным разрешением [3, 4]. Во многих случаях 

эти задачи не являются классическими и требуют разработки специальных 

методов их пространственной аппроксимации, а также методов решения по 

времени, включая явные, неявные и схемы расщепления [1, 2, 5]. 
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Одним из главных преимуществ использования явных схем является их 

эффективное распараллеливание на многоядерных вычислительных платформах. 

Для решения прогностических задач выигрыш за счет эффективности распарал-

леливания часто превышает потери за счет уменьшения временного шага.  

Для моделирования гидродинамики морей и океанов широко использу-

ется многослойное гидростатическое приближение. Несмотря на богатую ис-

торию развития и большое число численных реализаций, задача дальнейшего 

совершенствования вычислительных алгоритмов для уравнений многослой-

ной гидродинамики со свободной поверхностью остается актуальной [7, 8]. 

Уравнения многослойной мелкой воды не являются безусловно гипербо-

лическими [9, 10]. Это приводит к тому, что начально-краевая задача в про-

цессе ее решения становится некорректной и алгоритмы решения безусловно 

гиперболических уравнений теряют устойчивость*. Считается, что потеря 

гиперболичности происходит при развитии неустойчивости Кельвина – 

Гельмгольца на границах раздела слоев [11]. В этих случаях должен воз-

никать интенсивный обмен массой и импульсом между слоями, запрещенный 

в классическом многослойном приближении [8]. Этот недостаток можно 

устранить включением в многослойные уравнения так называемой турбу-

лентной вязкости. Она часто зависит от параметров рассчитываемого течения 

и содержит эмпирические параметры, настраиваемые на различные типы те-

чений [12, 13]. Недостатком такого подхода является критическая зависи-

мость результатов расчета от опыта вычислителя. 

Другой подход к решению указанной проблемы заключается в модифи-

кации классических уравнений многослойной мелкой воды – снятии запрета 

обмена массой и импульсом между слоями [14, 15]. Фактически это означает 

переход от лагранжевого описания вертикального движения границ слоев 

к смешанному эйлеро-лагранжевому описанию [16]. В этом случае между 

слоями возникают потоки массы и импульса, регуляризирующие задачу. 

При реализации такого подхода мы используем метод расщепления по 

физическим процессам. Вначале вычисляются значения физических перемен-

ных на новом временном слое по классическим уравнениям многослойной 

мелкой воды с переменной в каждом слое плотностью. Затем задаются пред-

писанные вертикальные координаты границ слоев и находятся возникающие 

между ними обмены потоками массы и импульса. При построении пред-

писанных вертикальных границ слоев предполагается, что верхний слой со 

свободной границей остается лагранжевым, нижний – неподвижным. Если 

координаты промежуточных границ для каждой вертикали пропорциональны 

друг другу, то такие расчетные сетки можно назвать сигма-сетками [1, 17]. 

Другими, часто используемыми в океанологии, являются зет-сетки, когда гра-

ницы всех слоев, за исключением верхнего, остаются неподвижными [1, 17].  

Для численного решения классических уравнений многослойной мелкой 

воды с различной плотностью слоев разработано много алгоритмов, имею-

щих свои достоинства и недостатки [18, 19]. Как правило, вычислительные 

алгоритмы строятся методами конечных разностей или конечных объемов, 

 
* Кабанихин С. И. Обратные и некорректные задачи. Новосибирск : Сибирское научное 

издательство, 2009. 457 с. 
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а для аппроксимации конвективных потоков применяется какой-либо из ва-

риантов сноса значений вниз по потоку [20].  

Следует отметить, что классические методы, основанные на решении 

однослойной задачи о распаде произвольного разрыва [21], в многослойном 

случае не применимы. Это связано с тем, что задача о распаде произвольного 

разрыва в многослойном случае не имеет простого решения. 

В предлагаемой новой численной методике на первом этапе расщепления 

методом экстраполяции локальных римановых инвариантов вычисляются 

горизонтальные потоки, как это делается в схеме КАБАРЕ [6]. Для этого 

многослойная модель представляется в виде суммы однослойных (гипер-

болическая декомпозиция), взаимодействующих посредством сил реакции, 

приложенных к границам раздела. Для каждой из однослойных моделей 

записывается схема КАБАРЕ с нелинейной коррекцией потоков на основе 

принципа максимума [22]. При этом выполняются условие несжимаемости 

и законы сохранения массы и импульса. В результате (на новом временном 

слое) находятся потоковые и консервативные переменные без учета обмена 

массой и импульсом между слоями. Поскольку эта задача является некоррек-

тной, новые потоковые переменные подвергаются фильтрации, не нарушающей 

законов сохранения. Результирующий алгоритм имеет второй порядок аппрок-

симации и обладает свойством сбалансированности – сохранять при постоянной 

плотности состояние покоя над любым донным рельефом [23]. 

На втором этапе расщепления по физическим процессам задаются верти-

кальные границы слоев и вычисляются потоки между слоями. 

Для расширения области устойчивости алгоритма применяются две про-

цедуры, понижающие порядок аппроксимации по времени до первого. Это 

включение линейной вязкости, приводящей к наибыстрейшему затуханию 

самой высокочастотной гармоники [24], и сверхнеявная аппроксимация гра-

диента давления [25]. 

 

Уравнения однослойной мелкой воды с переменной плотностью, учетом 

внешнего давления и донного рельефа 

В случае одного пространственного измерения выпишем интегральные зако-

ны сохранения (баланса) для произвольной подобласти  1 2,x x x  (рис. 1).  

Введем обозначения: 
2 2 2

1 1 1

, ρ , ρ , ,

x x x

x x x

V hdx M hdx uhdx h H B         

где V – площадь, занятая жидкостью; M – масса; П – импульс; H(x, t) – сво-

бодная поверхность; B(x) – рельеф дна; h(x, t) – толщина слоя; ρ(x, t) – плот-

ность; u(x, t) – горизонтальная скорость жидкости. 

Уравнение изменения площади, занимаемой жидкостью, имеет вид 
 

2 2

2 1

1 1

.

x x

x x

x x

V hu
hdx uh uh dx

t t x

  
     

     
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Р и с.  1. Однослойная модель  

Fig.  1. One-layer model 

 

Изменение массы и импульса описывается соответственно уравнениями 
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 
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 

 

 

Здесь g  – ускорение свободного радения; PT – давление на свободной по-

верхности; PB = PT + ρgh – давление на дне. 

Из приведенных интегральных уравнений следуют соответствующие 

законы сохранения в дифференциальной форме: 
 

2 2

ρ ρ
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ρ ρ ρ
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2

T
T B

h hu h hu
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После некоторых преобразований эти уравнения можно представить в виде 
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Все собственные числа матрицы A  действительны: 
 

1 2 3λ ,   λ ,   λ ,   ρ,Bu c u c u c P       
 

откуда следует так называемая характеристическая форма исходных уравне-

ний: 
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Уравнения многослойной мелкой воды с переменной плотностью, 

учетом внешнего давления и донного рельефа 

Уравнения многослойной мелкой воды c переменной плотностью при от-

сутствии обмена массой и импульсом между слоями можно представить как 

сумму однослойных уравнений, связанных между собою силами давления 

и реакции, действующими на границы раздела (рис. 2): 
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      

    (1) 

 

Здесь k – номер слоя, отсчитываемый от свободной поверхности; Zk – ко-

ординаты верхней границы слоя; P1 = PT – внешнее давление на свободную 

поверхность 
1Z . Так называемая простая форма системы уравнений (1) будет 

иметь вид: 

 1 1 1

ψ ψ
,   ψ , , , ρ , , ρ , , , ,

T

N N ND h h u u
t x

 
   

 
G  

 

где G  – матрица размерности N × N и D  – некоторая правая часть. Хорошо 

известно, что уже при N = 2 матрица G  может иметь комплексные корни 

и система не будет безусловно гиперболической [9], что порождает извест-

ные вычислительные трудности. Для большего числа слоев ситуация усугуб-

ляется. Уже при наличии двух слоев вычисление собственных значений мат-

рицы (4 × 4) – достаточно сложная задача. При большом числе слоев она ста-

новится практически неразрешимой и непосредственное использование ба-

лансно-характеристических методов [23] оказывается невозможным. Для 

преодоления этого затруднения мы используем прием, который будем назы-

вать гиперболической декомпозицией задачи. 
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Р и с.  2. Многослойная модель 

Fig.  2. Multilayer model 
 

Если считать силы, действующие на границы раздела, внешними, то (1) 

можно представить в виде:  
 

   
φ φ

, φ ,ρ , , 0,0, ρ , 1,..., ,
Tk k

k k k k k k k k k kd h u d F h k N
t x

 
     

 
A  

где 

 

1
1

1

1

0

0 0 ,    ,

ρ
2ρ

k k

k k k
k k k k k k

k
k kk

k

u h
Z Z P

u F P P h
x x x

gh
P h u








 
 
    
    

   
 
 
 

A  

 

что приводит к системе независимых характеристических уравнений: 
 

   

   

ρ ρ
ρ ,

2ρ 2ρ

ρ ρ
ρ ,

2ρ 2ρ

ρ ρ
0.

k k k k k k k k k
k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k k k
k k k k k

k k k k k k

k k
k

u c h gh u c ghh
u c F h

t h t c t x h x c x

u c h gh u c ghh
u c F h

t h t c t x h x c x

u
t x

       
         

        

       
         

        

 
 

 

 (2) 

 

Это дает возможность использовать для численного решения полной 

системы многослойных уравнений алгоритмы, хорошо зарекомендовавшие 

себя в однослойном случае. Некорректность полной системы при этом не 
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исчезнет и будет проявляться в высокочастотном искажении границ. С по-

мощью специальных фильтров искажения можно существенно ослабить, 

сохраняя порядок аппроксимации и не нарушая законы сохранения.  

 

Схема КАБАРЕ для послойного решения уравнений многослойной 

мелкой воды 

Область решения задачи покроем неравномерной расчетной сеткой с ко-

ординатами узлов xi, i = 1, Nx. В узлах в начальный момент времени зададим 

вертикальные координаты слоев 
,ηk i

: 
 

     0 0 0 0

, 1 1η ,   ,  ,   1,..., .k k i i N i xi i i
Z Z H Z B i N     

 

Неизменные координаты узлов по оси x и зависящие от времени вертикаль-

ные координаты слоев 
,

n

k iZ  определяют расчетную сетку на плоскости (x, z). 

В схеме КАБАРЕ используются два типа переменных: потоковые и кон-

сервативные [22]. Потоковые переменные относятся к серединам вертикаль-

ных граней расчетных ячеек, консервативные – к их центрам. Потоковые 

переменные, относящиеся к слою с номером k, будем обозначать как 

, , , , 1,ρ , ,n n n n n

k i k i k i k i k iu h Z Z   , консервативные – как 
, 1/2 , 1/2 , 1/2ρ , ,n n n

k i k i k iu h  
. В на-

чальный момент задаются потоковые переменные. Консервативные перемен-

ные определяются по потоковым следующим образом: 
 

   

 

0 0 0 0 0 0

, 1/2 , , 1 , 1/2 , , 1

0 0 0

, 1/2 , , 1

ρ 0,5 ρ ρ , 0,5 ,

0,5 .

k i k i k i k i k i k i

k i k i k i

u u u

h h h

   

 

   

 
 

Вычислительный алгоритм состоит из следующих элементов: вычисле-

ние консервативных переменных на промежуточном временном слое по кон-

сервативным конечно-объемным схемам (фаза 1); вычисление потоковых пе-

ременных на новом временном слое экстраполяцией локальных инвариантов 

Римана (фаза 2); вычисление консервативных переменных на новом слое по 

конечно-объемным схемам (фаза 3). 

Фаза 1. Для вычисления промежуточных консервативных переменных 

используем: 
 

   

       

           

1/2

, , , ,

1/2

, , , ,

1/2 2 2

1/2 1/2, , , ,

, 1 , 1 , 1 , 1 , , , ,

0,
τ 2

ρ ρ ρ ρ
0,

τ 2

ρ ρρ ρ

τ 2

2 2

n n
n n

C k C k R k L k

n n n n

C k C k R k L k

n nn n n n

k k k kC k C k R k L k R L

n n n n n n n n

R k L k R k L k R k L k R k L k

hu huh h

x

h h hu hu

x

hu huhu hu h P h P

x x

P P Z Z P P Z Z

x







 

   


 



 
 



 
  

 

   
 


0,

x



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где  1/2 0,5ρk k
P P gh   . Данные уравнения обладают первым порядком 

аппроксимации по времени и вторым – по пространственной переменной. 

Фаза 2. Для нахождения новых потоковых переменных используется ли-

неаризованная система характеристических уравнений (2), которую можно 

записать в следующем виде: 

 

   

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1

ρ

2ρ

ρ
ρ ,

2ρ

n n

k k k k k

k k ki i

n n

n n
k k k k k

k k k k ki i
k k ki i

k k

k i

u c h gh

t h t c t

u c h gh
u c F h

x h x c x

u c

t h

 

 

 

 

 

 



      
             

      
                      

 
  

  

   

 

1/2 1/2

/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2

1/2

ρ

2ρ

ρ
ρ ,

2ρ

ρ ρ
0,

n n

k k k

k k i

n n

n n
k k k k k

k k k k ki i
k k ki i

nk k
k i

h gh

t c t

u c h gh
u c F h

x h x c x

u
t x

 



 

 

 

 





   
       

      
                      

 
 

 

 

 

что можно записать как 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

1/21 11/2, 1/2 , 1/2

1 1,1/2 1/2

1/22 21/2, 1/2 , 1/2

2 2,1/2 1/2

1/23 1/2 3, 1/2 1/2
3 3,1/2 1/2

λ ,

λ ,

λ , 

nnk i k i

ki i

nnk i k i

ki i

nnk i k
ki i

I I
Q

t x

I I
Q

t x

I I
Q

t x

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

                               (3) 

где  

           

       

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1 2 31/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/21/2

1, 2, 3,1/21/2 1/2 1/2

λ ,  λ ,  λ ,

ρ ,   0,

n n n n n n

k k k k ki i i i i i

n n nn

k k k k k kii i i

u c u c u

Q Q F h Q

     

     

  

  

    

     

 

 

     1 2 3, 1/2 , 1/2 , 1/2
, ,

k i k i k i
I I I

  
 – локальные римановы инварианты в ячейке i + 1/2 

слоя k на интервале времени  1,n nt t  : 
 

   

 

1/2 1/2

1 1/2, 1/2, 2, 1/2 , 1/2

1/2 1/2

1/2, 1/2, 3 , 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2, 1/2,

1/2 1/2

ρ ,

ρ , ρ ,

, .
2ρ

n n

k i k k i k kk i k i

n n

k i k k i k k kk i

n n

n nk k
i k i k

k k ki i

I u G h D I

u G h D I

c gh
G D

h c

 

  

 

  

 

 

 

 

   

   

   
    
   
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Отметим, что при переменной плотности собственные числа матрицы kA  

остаются такими же, как и при постоянной плотности [24], тогда как соб-

ственные левые векторы модифицируются, что приводит к появлению в ло-

кальных инвариантах дополнительного члена, пропорционального плотности. 

Первое действие фазы 2 состоит в вычислении предварительных значений 

локальных инвариантов на новом временном слое методом линейной экстрапо-

ляции с учетом знака характеристической скорости  
1/2

1/2
λ , 1, 2, 3

n

m i
m




 : 

 

 

       

       

       

1/2 1/2 1/2

, 1/2 , , 1/2 , 3/2

1 1/2 1/2 1/2

, 3/2 , 2 , 3/2 , 1/2, 1

1/2 1/2 1/2 1/2

, 3/2 , 1/2 , 3/2 , 1/2

2 λ 0 λ 0,

2 λ 0 λ 0,

/ 2 λ λ

n n n n

m m m mk i k i k i k i

n n n n n

m m m m mk i k i k i k ik i

n n n n

m m m mk i k i k i k i

I I if and

I I I if and

I I if

  

  

   

   

   

   

  

   

  
 

0.






 


 

 

Следующее действие состоит в коррекции полученных значений в соответ-

ствии с принципом максимума для уравнений (3). Вычислим для каждой 

ячейки минимальные и максимальные значения локальных инвариантов на 

текущем временном слое: 
 

        
        
      

      

, , , ,1/2 1 1/2

, , , ,1/2 1 1/2

, , ,1 1/2 3/2

, , ,1 1/2 3/2

min min , , ,  
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min min min , min ,
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n n n

m k m k m k m ki i i i

n n n

m k m k m k m ki i i i

m k m k m ki i i

m k m k m ki i i

I I I I

I I I I

I I I

I I I

  

  

  

  









 

 

и правые части уравнений переноса (3) по известным левым частям: 
 

 
   

 
   

 

 
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n

k i

I I I I
Q O

x
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
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





 
  

  

 

Из уравнений переноса по характеристикам (3) следует, что если величины 

 
1/2

, 1/2

n

m k i
Q




 равны нулю и число Куранта – Фридрихса – Леви (CFL) меньше 

единицы, то должны выполняться условия: 
 

 

       
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При отличных от нуля  
1/2

, 1/2

n

m k i
Q




 интервалы допустимых значения смещаются: 
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     

     
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, , ,1/2 1/2 1/2
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n
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Коррекция инвариантов  
1

, 1

n

m
k i

I



 заключается в следующем: если предвари-

тельное значение инварианта  
1

, 1

n

m
k i

I



 удовлетворяет этим неравенствам, то 

инвариант не меняется; если нет, то ему присваивается значение, соответ-

ствующее ближайшей границе допустимого интервала. По откорректирован-

ным значениям локальных инвариантов на новом временном слое из системы 

уравнений  
 

   

       

       

1 1

31 , 1

1 1 1 1* *

1, 1, 11 1 1 , 1

1 1 1 1* *

2, 2, 21 1 1 , 1

ρ ,

ρ ,

ρ

n n

k i k i

n n n n

k k k k ki i i k i

n n n n

k k k k ki i i k i

I

u G h D I

u G h D I

 

 

   

   

   

   



  

  

 

 

вычисляются новые потоковые переменные: 
 

     
   

 
   

1 1
* * * *

1, 2 2, 11 1 1 , 1 , 1

3 * *1 , 1 1
1, 2,

1 1
* *

1 21 , 1 , 1

* *1
1, 2,

ρ , ,  

,

n n

k kn n n k i k i

k ki k i i
k k

n n

n k i k i

k i
k k

G I G I
I u

G G

I I
h

G G

 

    

  

 

  




 








 

где 

           
1 11 1 1 1* * * *

1 1 1, 2 2 2,, 1 1 , 1 1, 1 , 1
ρ ,  ρ

n nn n n n

k k k kk i i k i ik i k i
I I D I I D

    

    
    , 

 

* *

1, 2,,k kG G  принимают значения: 
 

 

     

     

     

1/2 1/21/2 1/2

1/2, 1/2, , 1/2 , 3/2

1/2 1/2* * 1/2 1/2

, , 3/2, 3/2, , 1/2 , 3/2

1/21/2 1/2

1, 1, , 1/2 , 3/2

,  λ 0 λ 0,

, ,  λ 0 λ 0,

,   λ λ

n nn n

i k i k m mk i k i

n nn n

m k m k i k i k m mk i k i

n nn n

i k i k m mk i k i

G D if and

G D G D if and

G D if

  

   

  

   

  

   

 

  



   

1/2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1, 1/2, 3/2, 1, 1/2, 3/2,

0,

где 1, 2, / 2,   / 2.n n n n n n

i k i k i k i k i k i km G G G D D D     

     










    

 

 

 

Фильтрация потоковых переменных. В областях потери гиперболичности 

происходит генерация коротковолновых возмущений. Для регуляризации решения 

вычисленные потоковые переменные подвергаются фильтрации: 
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            

            

            

       

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 11 1

11 1

σ 1 σ , / 2,

ρ σ ρ 1 σ ρ , ρ ρ ρ / 2,

, σ 1 σ ,

,

n n n n n n

k u k u k k k ki i i i i i

n n n n n n

k k k k k ki i i i i i

n n n nn n

k k k k h k h ki i ii i i

nn n n

k k k ki i i i

u u u u u u

h h h h h h

h h h h

 

     

 

     

 

    

 

     
 

     
 

        

         
1 1

1 1
/ 2,  σ , σ , σ 0,1 .

n n

k k u hi i
h h 

 

 
     
 

(4) 

 

По регуляризованным толщинам слоев определяются новые значения их уровней: 
 

         
1

1 1 1 1 1

1 1 1, , , 1,..., , 1,..., .
n

n n n n n

k k k N i i xi i i ii
Z Z h Z B H Z k N i N


    

      

 

Следует отметить, что нелинейная коррекция локальных инвариантов проис-

ходит не всегда, а только в областях резких градиентов. Фильтры (4) не при-

водят к понижению порядка аппроксимации. 

Фаза 3. По найденным значениям потоковых переменных находятся ве-

личины консервативных переменных на новом временном слое: 
 

   

       

           

1 1
1 1/2

, , , ,

1 1/2 1 1

, , , ,

1 11 1/2 2 2 * *

1/2 1/2, , , ,

1 1 1

, 1 , 1 , 1 , 1

0,
τ 2

ρ ρ ρ ρ
0,

τ 2

ρ ρρ ρ

τ 2

2

n n
n n

C k C k R k L k

n n n n

C k C k R k L k

n nn n

k k k kC k C k R k L k R L

n n n n

R k L k R k L k

hu huh h

x

h h hu hu

x

hu huhu hu h P h P

x x

P P Z Z

 

 
 

   

  

 

  

   


 



 
 



 
  

 

 


1 1 1 1 1

, , , ,
0,

2

n n n n

R k L k R k L kP P Z Z

x x

     
 

 

 

 

где  σ* 12σ (1 2σ) , σ 1/ 2, 3 .n nf f f     

Разностные уравнения фазы 3 аппроксимируют исходные дифференци-

альные со вторым порядком по пространственной переменной и с первым – 

по времени. Если сложить эти уравнения с уравнениями фазы 1, то резуль-

тирующая система при σ = 0,5 будет иметь второй порядок аппроксимации 

и при отсутствии фильтрации ( σ σ σ 0u h    ) обладать свойством времен-

ной обратимости. Изменяя параметр σ , можно управлять диссипативными 

свойствами схемы. При σ 1  схема становится сверхнеявной [23], хотя 

вычислительный алгоритм остается явным. Данный алгоритм при постоянной 

плотности является сбалансированным: состояние покоя над произвольным 

донным рельефом не нарушается [24]. 

Выбор величины шага по времени. Условие устойчивости схемы КАБАРЕ 

для каждого слоя имеет вид [22] 

   
1/2 1/2

1/2

τ
1,

nn

k ki i

i

c u

x

 



 
 



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откуда 

   
1/21/2,

1/2 1/2

1
τ min .

nni k

k ki i

CFL
c u



 

 
 
 

 

 

Перестройка границ слоев. Фильтрация потоковых переменных, не за-

трагивающая консервативных величин, не делает полную задачу корректной 

на достаточно продолжительных промежутках времени. Приходится коррек-

тировать и консервативные переменные, что приводит к обмену массой и им-

пульсом между слоями. 
Перестройка сетки в предлагаемом алгоритме проводится два раза в од-

ном временном цикле. Первый раз – после вычисления консервативных 
переменных на промежуточном слое в фазе 1, второй раз – после фазы 3. 

На фазе 1 вычисляются промежуточные консервативные скорости 1/2

1/2,

n

i ku 


 

и толщины слоев 1/2

1/2,

n

i kh 


, по которым находятся новые высоты границ раздела 

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1 1/2, 1/2, 1 1/2, 1 1/2 1/2,1 1/2, , = , 1,..., .n n n n n n n

i k i k i k i N i N i i iZ Z h Z Z B Z H k N    

              

В общем случае эти координаты не являются окончательными и подлежат 
коррекции. 

Рассмотрим три способа задания 1/2

1/2,
ˆ n

i kZ 

 , что не исчерпывает всех 

возможностей. 

1. Высоты не перестраиваются и 1/2 1/2

1/2, 1/2,
ˆ n n

i k i kZ Z 

  . В этом случае обмен 

массой и импульсом между слоями отсутствует и задача остается некоррект-
ной. 

2. Новые высоты границ раздела задаются таким образом, чтобы отноше-
ния толщин слоев в каждом вертикальном столбце оставались одинаковыми 
(сигма-сетка): 

 

 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1 1/2 1/2 1/2 1/2

1

ˆ ˆˆ ˆ σ , ,

 1,..., ,  σ 0,  σ .

n n n n n

i k i k k i i N i i

N

k k

k

Z Z h h H B N

k N N

   

      



   

  
 

 

3. Нижняя граница слоя ,   1k s N s    остается неподвижной (эйле-

ровой), все границы слоев при k s  также неподвижны, а толщины слоев при 

k s  имеют заданные пропорции (сигма-сетка): 
 

 

1/2 0 1/2 1/2 1/2

1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2, 1 1/2,

1/2 1/2 0

1/2, 1/2 1/2, 1

1

ˆ ˆ ˆ, ,  σ , 1,..., ,

 , 1,..., ,  σ 0,  σ .

n n n n

i k i k i k i k k i k

s
n n

i k i i k k k

k

Z Z k s Z Z h k s

h H Z s k s s

   

       

 

   



    

    
 

 

Во втором и третьем случаях законы сохранения приводят к обмену мас-
сой и импульсом между слоями. Потоки между слоями можно аппроксими-
ровать как с первым, так и со вторым порядком точности.  

Потоки первого порядка точности вычисляются методом донорной ячейки, 
который заключается в следующем. Рассмотрим самый нижний слой ( k N ). 

Если 1/2 1/2

1/2, 1/2,
ˆn n

i N i Nh h 

  , то толщина нижнего слоя уменьшится на величину 
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1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1/2,
ˆ 0n n n

i N i N i Nh h h  

       и часть ее массы 1/2 1/2

1/2 1/2, 1/2, 1/2ρn n

i i N i N im h x 

        

и импульса   1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1/2, 1/21/2
ρn n n

i N i N i N ii
mu u h x  

   
     перейдет в ячейку лежа-

щего выше слоя. В результате получим: 
 

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2 1/2,

1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2,1/2

1/2, 1 1/2

1/2, 1 1/2,

ˆˆˆ ˆρ ρ ,  ,  ,

ρ ρ
ρ̂

n n n n n n

i N i N i N i N i N i i N

n n n n

i N i N i N i Nn

i N n n

i N i N

u u Z B h

h h

h h

     

      

   

     

  

  

   

 


  1/2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2, 1/2,1/2

1/2, 1 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2,

,

ρ ρ
ˆ .

ρ ρ

n n n n n n

i N i N i N i N i N i Nn

i N n n n n

i N i N i N i N

u h u h
u

h h



     

        

     

     

 


 

 

 

В противоположном случае, когда 1/2 1/2

1/2, 1/2,
ˆn n

i N i Nh h 

  , верхняя ячейка отдает 

часть своей массы и импульса нижней: 
 

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2 1/2,

1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1/2, 1 1/2,1/2

1/2, 1/2

1/2, 1/2,

ˆˆ ˆρ ρ , , ,

ρ ρ
ρ̂

n n n n n n

i N i N i N i N i N i i N

n n n n

i N i N i N i Nn

i N n n

i N i N

u u Z B h

h h

h h

     

          

   

    

  

 

   

 


  1/2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1 1/2, 1 1/2,1/2

1/2, 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, 1/2, 1 1/2,

,

ρ ρ
ˆ .

ρ ρ

n n n n n n

i N i N i N i N i N i Nn

i N n n n n

i N i N i N i N

u h u h
u

h h

     

       

    

    

 


 

 

 

Отметим, что в методе донорных ячеек плотности и скорости считаются ку-

сочно-постоянными функциями по вертикали.  

Потоки второго порядка точности находятся из условия, согласно кото-

рому плотность и горизонтальная скорость являются линейными функциями 

на отрезке, соединяющем середины соседних слоев. Рассмотрим ячейки двух 

смежных слоев (с индексами B – нижний слой, T – верхний слой). Обозначим 

через , requiredB Bz h h    изменение границы между слоями, через x  – 

ширину этих ячеек, через ,m p   – изменение массы и импульса слоев. Тогда 

получим следующие выражения: 
 

 
 

 
 

ρ ρ1
ρ ,

2 / 2

ρ ρ1
ρ .

2 / 2

T B
B B

T B

T T B B
B B B

T B

m z x h z z x
h h

u u
p u z x h z z x

h h


        




        



 

 

Новые значения плотностей и скоростей слоев вычисляются по формулам: 
 

,required ,required

,required ,required

ρ ρ
ˆ ˆρ , ρ ,

ρ ρ
ˆ ˆ, .

ˆ ˆρ ρ

T T B B
T B

T B

T T T B B B
T B

T T B B

h x m h x m

h x h x

h u x p h u x p
u u

h x h x

    
 

 

    
 

 
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Пересчет консервативных переменных на других слоях осуществляется 

аналогично, от нижних слоев к верхним. Затем откорректированные консер-

вативные переменные и толщины слоев, помеченные символом 1/2ˆ nf  , прини-

маются за окончательные значения 1/2nf   и используются в последующей фа-

зе 2. Аналогичная коррекция консервативных переменных осуществляется 

и после фазы 3. 

Искусственная (турбулентная) вязкость. В задачах газовой динамики 

для регуляризации численного решения при наличии ударных волн использу-

ется метод искусственной вязкости [25]. В численный алгоритм добавляется 

разностный оператор, аппроксимирующий так называемую вторую – объем-

ную вязкость, коэффициент при которой пропорционален пространственному 

шагу сетки и находится из условия наибыстрейшего затухания самой высо-

кочастотной гармоники [26]. В областях волн разрежения, где дивергенция 

скорости положительна, искусственная вязкость обнуляется. Это обеспечива-

ет монотонность численного решения на волнах сжатия и не портит волн раз-

режения. 

В случае многослойной гидродинамики включение линейной искусственной 

вязкости сводится к модификации в фазе 1 и фазе 3 потоковой сеточной функции 

давления на вертикальных гранях расчетной сетки. Для фазы 1: 
 

         * *

1/2 1/2 1/2 , , 1/2 , 1/2,

, 1/2 , 1/2*

,

, 1/2 , 1/2

θ ρ ,

θ 0,
θ

0 0,

nn n n n n

k k k k j k j k jj j k jj

n n

k j k j

k j n n

k j k j

P P P с u u

if u u

if u u

    

 

 

   

  
 

 

 

 

где 
1 ρj k kс P   – локальная скорость звука, θ 1 – безразмерный параметр.  

Для фазы 3: 
 

         
11 1 1/2* * 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 , , 1/2 , 1/2,

1/2 1/2

, 1/2 , 1/2*

, 1/2 1/2

, 1/2 , 1/2

θ ρ ,

θ 0,
θ

0 0.

nn n n n n

k k k k j k j k jj j k jj

n n

k j k j

k j n n

k j k j

P P P с u u

if u u

if u u

    

    

 

 

 

 

   

  
 

 

 

 

Обобщение на случай двух пространственных измерений. Переход от 

описанного выше одномерного алгоритма к многослойному двумерному 

осуществляется аналогично тому, как это описано в работе [27] для одно-

слойной мелкой воды на сфере. Учет силы Кориолиса в схеме КАБАРЕ, опе-

рирующей двумя типами переменных (консервативные и потоковые), не вы-

зывает затруднений и не накладывает дополнительных ограничений на шаг 

по времени. 

Верификация алгоритма 

Целью верификации является проверка алгоритма на отсутствие ошибок 

программирования, вычислительную устойчивость и сходимость на задачах, 

допускающих сравнение с аналитическим решением либо с численным реше-

нием, полученным другими авторами. Для одного слоя и постоянной плот-
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ности предлагаемый алгоритм совпадает с описанным в [24]. При наличии 

одного слоя и переменной плотности новый многослойный алгоритм совпа-

дает с описанным в [28]. 

Особенности многослойных моделей проявляются уже на задачах с дву-

мя или тремя слоями [29–31]. В этих работах приведены примеры расчетов 

модельных задач, на которых была протестирована и наша методика. Следует 

отметить, что в указанных работах приводятся результаты решения на опре-

деленный момент времени на фиксированных расчетных сетках и не изуча-

ется поведение численного решения на больших временных интервалах и на 

сетках различной густоты. 

Проблемы с устойчивостью численного решения многослойных уравне-

ний мелкой воды при отсутствии обмена массой и импульсом между слоями 

проиллюстрируем на двухслойной задаче А. Курганова из [30]. Начальные 

данные (рис. 3) следующие: 
 

   
 

   
 

1 1 1

2 2 2

1 2 1,
,0 0,4, ρ 0,98, ,0

1 0,25sin 2 1,

1 2 1,
,0 0,4, ρ 1, ,0

1 0,25sin 2 1.

if x
u x h x

x if x

if x
u x h x

x if x





  
   

 

  
    

 

 

 

Рельеф дна  ( ) 2, 2, 2 , 10B x x g     . Расчетная сетка – 801 узел по оси x.  

 
Р и с.  3. Начальные данные  

Fig.  3. Initial conditions  

 

Результаты расчетов по схеме КАБАРЕ показаны на рис. 4. Расчеты 

проводились при следующих параметрах: *

ρσ σ σ 2 3, σ 3,  θ 0,  u h      

0,3.CFL  Графики границ раздела слоев и их скоростей на момент времени 

t = 0,5 представлены на рис. 4, a, b. Они практически совпадают с приве-
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денными в работе [30]. При продолжении расчета происходит вырождение 

толщин слоев и при t = 0,65 расчет прекращается (рис. 4, c, d). 

 

  
a b 

 

  
c d 

 

Р и с.  4. Расчет по схеме КАБАРЕ на сетке в 800 ячеек: границы и скорости слоев на момент 

t = 0,5 (a, b) и на момент t = 0,65 (c, d)  

Fig.  4. Calculation on the 800 cell grid by the CABARET scheme: boundaries and velocity of the 

layers at t = 0.5 (a, b) and t = 0.65 (c, d)  

 

Если использовать более густую сетку с числом узлов 1601, то потеря 

устойчивости происходит значительно раньше. На более грубой сетке (при N = 

= 201) неустойчивость развивается медленнее (рис. 5), но плохая обусловленность 

задачи неизбежно приводит к аварийному прекращению расчета.  

Перестройка расчетной сетки и возникающий при этом обмен массой 

и импульсом между слоями в значительной степени регуляризируют задачу 

[15, 32–34], однако и в этом случае надлежащий выбор параметров фильтра-

ции и искусственной вязкости остается весьма важным. 
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a b 

 

 
 

c d 

 
Р и с.  5. Расчет по схеме КАБАРЕ на сетке в 200 ячеек: границы и скорости слоев на момент  

t = 0,5(a, b) и на момент t = 1(c, d)  

Fig.  5. Calculation on the 200 cell grid by the CABARET scheme: boundaries and velocity of the 

layers at t = 0.5 (a, b) and t = 1 (c, d)  
 

Расчет баротропного течения по многослойной модели с учетом обмена 

массой и импульсом между слоями 

Рассмотрим задачу о колебаниях жидкости в бассейне с ровным дном 

и возмущенной в начальный момент формой свободной границы. Параметры 

задачи, начальные и граничные условия определены следующим образом: 
 

         0

0

5, 5 , 2,  , 0,  5, 5, 0,  ρ 1,  10,

1 2 5 5
1 cos ,

( , ) 2 5 2 2

0 .

x B x u x t u t u t g

x
if x

H x t

else



         

   
      

    



 

 

Расчет проводился по схеме КАБАРЕ по однослойной модели и при чис-

ле слоев 10N   на сигма-сетке с одинаковыми толщинами слоев до момента 

времени 6t  , соответствующего более чем одному периоду колебания по-
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верхности. На рис. 6, а приведена форма свободной поверхности в начальный 

момент, на рис. 6, b – свободная поверхность при 6t   и числе расчетных 

ячеек 128xN  .  

 

  

a b 
Р и с.  6. Форма поверхности жидкости: a – начальные данные; b – при t = 6. Сплошная ли-

ния – однослойная вода, маркеры – многослойная вода с числом слоев N = 10 

Fig.  6. Form of the liquid surface: a – initial conditions, b – at t = 6. Solid line denotes one-layer 

water, the markers – multilayer water (number of the layers N = 10) 

 

Расчеты проводились при параметрах *

ρσ σ σ 2 / 3,  σ 2,  θ 0,  u h      

0,3CFL  . При увеличении времени расчета и сгущении сетки алгоритм не 

теряет устойчивости и демонстрирует сходимость по сетке.  

 

Заключение 

Многослойные гидростатические модели течений со свободной поверх-

ностью без учета обмена массой и импульсом между слоями в большинстве 

случаев являются некорректными и не могут использоваться в практических 

расчетах. Перестройка расчетной сетки на каждом временном шаге способна 

регуляризировать задачу, однако для обеспечения гарантированной устой-

чивости необходимо использовать фильтрацию потоковых переменных и ис-

кусственную вязкость, моделирующую турбулентное перемешивание. Даль-

нейшее развитие предложенной модели будет направлено на разработку пра-

вил применения описанных методов регуляризации решения, минимизирую-

щих численную диссипацию. 
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