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Цель. Описание динамики внутренних гравитационных волн в океане с фоновыми полями сдви-

говых течений является весьма сложной проблемой уже в линейном приближении. Математи-

ческая задача, описывающая волновую динамику, сводится к анализу системы уравнений в част-

ных производных, и при одновременном учете вертикальной и горизонтальной неоднородности 

эта система уравнений не допускает разделение переменных. Используя различные приближе-

ния, можно построить аналитические решения для модельных распределений частоты плавуче-

сти и фоновых сдвиговых океанических течений. Целью работы является изучение динамики 

внутренних гравитационных волн в океане с произвольными и модельными распределениями 

плотности и фоновых сдвиговых течений.  

Методы и результаты. В работе представлены численные и аналитические решения, описыва-

ющие основные фазовые характеристики полей внутренних гравитационных волн в стратифи-

цированном океане конечной глубины, как для произвольных, так и для модельных распределе-

ний частоты плавучести и фоновых сдвиговых течений. Течения рассматриваются как стацио-

нарные и горизонтально однородные в предположении, что масштаб изменчивости течений по 

горизонтали и по времени много больше характерных длин и периодов внутренних гравитаци-

онных волн. С помощью метода Фурье получены интегральные представления решений при вы-

полнении условия устойчивости Майлса – Ховарда. Для решения вертикальной спектральной 

задачи предложен алгоритм расчета основных дисперсионных зависимостей, определяющих фа-

зовые характеристики генерируемых волновых полей. В работе представлены расчеты для од-

ного реального распределения частоты плавучести и профиля сдвигового течения. Изучена 

трансформация дисперсионных поверхностей и фазовых структур полей внутренних гравитаци-

онных волн в зависимости от параметров генерации. Для аналитического решения задачи ис-

пользованы постоянное распределение частоты плавучести и линейные зависимости фонового 

сдвигового течения от глубины. Для модельного распределения частоты плавучести и сдвиго-

вого течения выведены явные аналитические выражения, описывающие решения вертикальной 

спектральной задачи. Проведено сравнение численных и асимптотических решений для харак-

терных океанических параметров.  

Выводы. Полученные в работе результаты показывают, что асимптотические конструкции, ис-

пользующие модельные зависимости частоты плавучести и распределения фоновых сдвиговых 

скоростей, с хорошей степенью точности описывают численные решения вертикальной спек-

тральной задачи. Использование модельных представлений для гидрологических параметров 

позволяет качественно верно описывать основные характеристики внутренних гравитационных 

волн в океане с произвольными фоновыми сдвиговыми течениями. 
 

Ключевые слова: стратифицированная среда, внутренние гравитационные волны, частота плаву-

чести, сдвиговые течения, спектральная задача, дисперсионные зависимости, фазовые картины  
 

Благодарности: работа выполнена по темам государственного задания: В. В. Булатов, 

Ю. В. Владимиров (№ АААА-А20-120011690131-7), И. Ю. Владимиров (№ 0128-2021-0002) 

и при частичной финансовой поддержке РФФИ, проект № 20-01-00111А. 

 

© Булатов В. В., Владимиров Ю. В., Владимиров И. Ю., 2021 

mailto:internalwave@mail.ru


 

МОРCКОЙ ГИДРОФИЗИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ   том 37   № 4   2021 474 

Для цитирования: Булатов В. В., Владимиров Ю. В., Владимиров И. Ю. Фазовые характери-

стики полей внутренних гравитационных волн в океане со сдвигом скорости течений // Морской 

гидрофизический журнал. 2021. Т. 37, № 4. С. 473–489. doi:10.22449/0233-7584-2021-4-473-489 

 

Phase Structure of Internal Gravity Waves in the Ocean 

with Shear Flows 
 

V. V. Bulatov 1, , Yu. V. Vladimirov 1, I. Yu. Vladimirov 2 

 
1 Ishlinskiy Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 

2 P. P. Shirshov Institute of Oceanology, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
 internalwave@mail.ru 

 

Purpose. The description of the internal gravity waves dynamics in the ocean with background fields 

of shear currents is a very difficult problem even in the linear approximation. The mathematical prob-

lem describing wave dynamics is reduced to the analysis of a system of partial differential equations; 

and while taking into account the vertical and horizontal inhomogeneity, this system of equations does 

not allow separation of the variables. Application of various approximations makes it possible to con-

struct analytical solutions for the model distributions of buoyancy frequency and background shear 

ocean currents. The work is aimed at studying dynamics of internal gravity waves in the ocean with the 

arbitrary and model distributions of density and background shear currents. 

Methods and Results. The paper represents the numerical and analytical solutions describing the main 

phase characteristics of the internal gravity wave fields in the stratified ocean of finite depth, both for 

arbitrary and model distributions of the buoyancy frequency and the background shear currents. The 

currents are considered to be stationary and horizontally homogeneous on the assumption that the scale 

of the currents' horizontal and temporal variability is much larger than the characteristic lengths and 

periods of internal gravity waves. Having been used, the Fourier method permitted to obtain integral 

representations of the solutions under the Miles – Howard stability condition is fulfilled. To solve the 

vertical spectral problem, proposed is the algorithm for calculating the main dispersion dependences 

that determine the phase characteristics of the generated wave fields. The calculations for one real dis-

tribution of buoyancy frequency and shear flow profile are represented. Transformation of the disper-

sion surfaces and phase structures of the internal gravitational waves’ fields is studied depending on the 

generation parameters. To solve the problem analytically, constant distribution of the buoyancy fre-

quency and linear dependences of the background shear current on depth were used. For the model 

distribution of the buoyancy and shear flow frequencies, the explicit analytical expressions describing 

the solutions of the vertical spectral problem were derived. The numerical and asymptotic solutions for 

the characteristic oceanic parameters were compared. 

Conclusions. The obtained results show that the asymptotic constructions using the model dependences 

of the buoyancy frequency and the background shear velocities’ distribution, describe the numerical 

solutions of the vertical spectral problem to a good degree of accuracy. The model representations, 

having been applied for hydrological parameters, make it possible to describe qualitatively correctly 

the main characteristics of internal gravity waves in the ocean with the arbitrary background shear 

currents. 
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Введение. В реальном океане внутренние гравитационные волны (ВГВ) 

распространяются на фоне сдвиговых океанических течений. Поэтому в связи 

с прогрессом в изучении крупномасштабных океанических волновых процес-

сов изучение динамики и распространения ВГВ в океане с учетом наличия те-

чений является актуальной задачей [1–3]. В океане вертикальная и горизон-

тальная динамика фоновых сдвиговых течений в значительной степени свя-

зана с внутренними волнами. В океане такие течения могут проявляться, 

например, в области сезонного термоклина и оказывать заметное влияние на 

динамику ВГВ [4, 5]. В первом приближении можно считать, что фоновые те-

чения с вертикальным сдвигом скорости слабо зависят от времени и горизон-

тальных координат. Если масштаб изменения течений по горизонтали много 

больше длин ВГВ, а масштаб временной изменчивости много больше перио-

дов ВГВ, то такие течения можно рассматривать как стационарные и горизон-

тально однородные [1, 3].  

В общей постановке описание динамики ВГВ в океане с фоновыми полями 

сдвиговых течений является весьма сложной задачей уже в линейном прибли-

жении. В этом случае задача сводится к анализу системы уравнений в частных 

производных, и при одновременном учете вертикальной и горизонтальной не-

однородности эта система уравнений не допускает разделение переменных. 

Используя различные приближения, в том числе метод ВКБ, основанный на 

реалистичном предположении о плавности изменения параметров океаниче-

ской среды по сравнению с длинами ВГВ, можно построить аналитические ре-

шения для модельных распределений частоты плавучести и сдвиговых тече-

ний [3, 5, 6]. Поэтому представляет несомненный интерес изучение ВГВ в оке-

ане с произвольным распределением по вертикали как плотности, так и наблю-

даемых в морских условиях фоновых сдвиговых течений [4, 7–9]. Тем самым 

появляется возможность изучения амплитудно-фазовых характеристик волно-

вых полей реальных океанологических параметров. 

Одним из основных методов решения задач волновой динамики ВГВ 

в океане с произвольными фоновыми сдвиговыми течениями является метод 

Фурье, который дает возможность построить интегральные представления ре-

шений, требующие численного и асимптотического анализа [10–15]. Методы 

прямого численного моделирования не всегда эффективны для исследования 

генерации ВГВ произвольными нелокальными и нестационарными источни-

ками возмущений, особенно с учетом изменчивости основных гидрологиче-

ских параметров, и требуют верификации и сравнения с решениями модель-

ных задач [5, 16]. Поэтому при анализе динамики ВГВ в реальном океане по-

лезны различные асимптотические и аналитические модели [3, 6, 14, 17–20].  

Для исследования механизма влияния течений на ВГВ необходимо рас-

сматривать достаточно простые модельные представления для стратификации 

и сдвиговых течений. Синтез различных аналитических и асимптотических ре-

зультатов может дать первоначальное качественное и количественное пред-

ставления о волновых океанических процессах [1, 3, 5]. Можно ожидать также, 

что учет реальных свойств параметров морской среды позволит исследовать 

качественно новые эффекты волновой генерации. Асимптотические решения 
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требуют верификации полученных с их помощью результатов, поэтому срав-

нение численных и асимптотических результатов представляет особый инте-

рес для исследования динамики ВГВ в океане с течениями [3, 5, 16]. 

Целью настоящей работы является исследование динамики ВГВ в океане 

со сдвигом скорости течений с помощью численных и аналитических реше-

ний, которые описывают основные особенности дисперсионных зависимостей 

и фазовых характеристик полей ВГВ в стратифицированном океане конечной 

глубины для произвольных и модельных вертикальных распределений ча-

стоты плавучести и фоновых сдвиговых течений. 

 

Постановка задачи, интегральные формы решений. Рассматривается 

вертикально стратифицированная среда конечной глубины H. Линеаризован-

ная система уравнений гидродинамики относительно невозмущенного состоя-

ния имеет вид [1–3] 
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где V(z), U(z) – компоненты вектора фонового сдвигового течения на горизонте 

z; U1, U2, W – компоненты возмущенной скорости; p, ρ – возмущения давления 

и плотности; ρ0(z) – невозмущенная плотность морской среды; Q(t, x, y, z) – 

плотность распределения источников массы. Перекрестным дифференцирова-

нием из этой системы уравнений с использованием приближения Буссинеска 

можно получить одно уравнение для малых возмущений вертикальной компо-

ненты скорости [1–3, 5, 6, 19]: 
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где N2(z) – квадрат частоты Брента – Вяйсяля (частоты плавучести); g – уско-

рение свободного падения. Граничные условия берутся в виде (вертикальная 

ось z направлена вверх): W = 0 при z = 0, –H. Далее рассматривается функция 

Грина уравнения (1), т. е. решение задачи [6, 19]: 
 

L Γ(t, x, y, z, z΄) = δ(t)δ(x)δ(y)δ(z – z΄),                                (2) 
 

Γ = 0   при z = 0,   –H;  Γ ≡ 0   при t < 0, 
 

где z΄– глубина точечного источника возмущений и предполагается, что точеч-

ный источник включается в момент времени t = 0 и при t < 0 среда находится 

в состояния покоя [6, 19]. Волновые возмущения от произвольного нестацио-

нарного нелокального источника возмущений определяются соответствующей 

сверткой [1, 6, 19]. При наличии в океане фоновых сдвиговых течений ВГВ могут 
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взаимодействовать с этими течениями и обмениваться с ними энергией, поэтому 

собственные волновые колебания могут быть экспоненциально растущими. Далее 

предполагается выполненным условие устойчивости Майлса – Ховарда для 

числа Ричардсона [3, 10–12]:     .4/1Ri
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выполнено условие Майлса – Ховарда, то соответствующая спектральная за-

дача не имеет комплексных собственных значений [3, 14]. Характерные значе-

ния чисел Ричардсона в различных акваториях Мирового океана при отсут-

ствии динамической неустойчивости фоновых сдвиговых течений могут нахо-

диться в интервалах 2–20 [4, 7–9].  

Решение задачи (2) ищется в виде интегралов Фурье 
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Тогда из условия Γ ≡ 0 при t < 0 следует, что полюсы и разрезы при инте-

грировании по переменной ω нужно обходить в верхней полуплоскости [3, 6, 

19]. Функция G (ω, μ, ν, z, z΄) является решением следующей задачи [3, 12, 19]: 
 

ΠG(ω, μ, ν, z, z΄) = δ(z – z΄),                                       (3) 
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G = 0 при z = 0, –H;   k2 = µ2 + ν2;   f(z) = µV(z) + νU(z). 

 

Численный алгоритм и результаты расчетов. Спектральная задача (3) 

для произвольных распределений функций N(z), V(z), U(z) допускает только 

численное решение. Для решения этой задачи можно использовать численный 

алгоритм, основанный на аппроксимации основных коэффициентов (3) ку-

сочно-линейными и кусочно-постоянными функциями. Будем считать 

 ν,μωω n  спектральным параметром, требующим определения, μ, ν – неза-

висимыми переменными. 

Собственная функция φ(z) удовлетворяет уравнению 
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Далее введем новую функцию F(z) = φ(z)/(ω – f(z)), которая определяется 

из задачи 
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F(z) = 0 при z = 0, –H. 

Для численного решения задачи (4) интервал изменения –H < z < 0 разби-

вается на J отрезков (слоев): Ij = [zj–1, zj], j = 1, 2, …, J, где z0 = 0, zJ = –H. Ап-
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проксимируем коэффициент )(ω zf  перед функцией 
 

dz

zF
 кусочно-линей-

ной непрерывной функцией, коэффициент перед функцией F(z) – кусочно-по-

стоянной функцией, т. е. будем полагать, что     jjj zzBAzfω

;zBD jj        ;ω 222
jCzfzN   .1 jj zzz   Тогда в каждом слое для 

определения функции F(z) получается дифференциальное уравнение Эйлера.  

Известно, что собственные значения спектральной задачи (4) образуют две 

серии [3, 6, 12–15, 19]. В первой серии  νμ,ωn  убывает с ростом n и стремится 

к f  при n  ( f  – максимальное значение )(zf  на интервале изменения 

переменной z). Во второй серии  ν,μωn  возрастает с ростом n и стремится 

к f  при n  ( f  – минимальное значение )(zf  на интервале изменения 

переменной z). Эта особенность поведения дисперсионных соотношений ис-

пользована при нахождении собственных чисел. Выбрав какое-либо начальное 

приближение θ так, чтобы ,θ  f  необходимо проинтегрировать уравнение 

(4), используя в качестве начальных значений следующие: F(z) = 0, 
 

1


dz

zF
 

при z = 0. Если найденное решение имеет m корней внутри интервала 

0 zH  и m < n, то значение θ уменьшается; если m > n, то θ увеличивается. 

Подбором значения θ можно добиться того, чтобы решение обращалось в ноль 

при z = –H и имело внутри интервала –H < z < 0 ровно n корней. Полученное 

таким образом значение ω является собственным числом и соответствующее 

решение F(z) – собственной функцией. Тогда собственная функция φ(z) опре-

деляется из соотношения φ(z) = F(z) (ω – f(z)). Проведенные тестовые числен-

ные расчеты продемонстрировали хорошую сходимость предложенного чис-

ленного алгоритма при увеличении числа слоев J. 

 

 
 

Р и с.  1. Распределение квадрата частоты плавучести по глубине 

F i g.  1. Buoyancy frequency distribution 
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Для численных расчетов были использованы типичные распределения 

квадрата частоты плавучести  ,2 zN  а также компоненты сдвигового течения 

V(z) (рис. 1, 2), которые характерны для многих районов Мирового океана, 

в частности для акватории Северной Атлантики (проходы Восточно-Азор-

ского хребта) [4, 7–9]. Компонента сдвигового течения U(z) предполагается 

равной нулю: U(z) = 0.  

 

 
 

Р и с.  2. Распределение компоненты сдвигового течения по глубине 

F i g.  2. Shear flow distribution 

 

 
 

Р и с.  3. Дисперсионная поверхность  

F i g.  3. Dispersion surface 

 

Без ограничения общности и для большей наглядности получаемых ре-

зультатов все численные расчеты приведены для второй волновой моды. На 

рис. 3 представлены результаты расчетов дисперсионной поверхности ω2(μ, ν). 
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Структура локальных экстремумов и других особых точек в пространстве ком-

понент волнового вектора (ν, μ) определяет соответствующие особенности фа-

зовых структур возбуждаемых волновых полей ВГВ в декартовых координа-

тах (x, y) [21, 22]. Как видно из представленных численных результатов, дис-

персионная поверхность имеет достаточно сложную пространственную струк-

туру. Численно рассчитанные дисперсионные поверхности могут иметь не-

сколько локальных экстремумов, что соответствует генерации различных ти-

пов волновых структур [17, 18, 20, 21]. На рис. 4, 5 приведены результаты рас-

четов дисперсионных зависимостей μ2(ν, ω) для различных значений частоты 

ω. На рис. 4 ω = 0,0013 c–1 (кривая 1), ω = 0,0016 c–1 (кривые 2), ω = 0,00185 c–1 

(кривая 3); на рис. 5 ω = 0,00215 c–1 (кривые 4), ω = 0,0038 c–1 (кривая 5).  

 

 
Р и с.  4. Дисперсионные зависимости для различных значений ω: линия 1 – одна замкнутая дуга; 

линии 2 – две замкнутые дуги; линия 3 – одна замкнутая кривая с тремя точками перегиба 

F i g.  4. Dispersion dependences for different values of ω: line 1 – one closed arc; lines 2 – two closed 

arcs; line 3 – one closed curve with three inflection points 

 

Опишем далее качественную эволюцию дисперсионных соотношений 

в зависимости от изменения параметра ω. При малых значениях ω дисперси-

онная кривая имеет вид одной замкнутой кривой (рис. 4). По мере увеличения 

ω и в зависимости от параметров стратифицированной среды (частоты плаву-

чести и сдвигового течения) дисперсионные кривые могут состоять из не-

скольких замкнутых кривых (рис. 5). Численные расчеты показывают, что при 

увеличении номера моды количество таких замкнутых кривых, как правило, 

возрастает. Часть разомкнутых кривых могут объединяться (рис. 4, 5) и сли-

ваться в одну кривую, имеющую неоднозначную омега-образную структуру 

с несколькими точками перегиба. При достаточно больших значениях ω все 

дисперсионные зависимости имеют вид нескольких разомкнутых однознач-

ных кривых (рис. 5). Наличие точек перегиба дисперсионных кривых опреде-

ляет геометрическое место точек (каустик, волновых фронтов), где волновое 

поле может менять свое качественное поведение [6, 17, 18, 20–22]. 
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Р и с.  5. Дисперсионные зависимости для различных значений ω: линии 4 – две разомкнутые 

кривые, верхняя кривая 4 – с тремя точками перегиба; линия 5 – верхняя кривая с одной точкой 

перегиба 

F i g.  5. Dispersion dependences for different values of ω: lines 4 – two open curves, upper curve 4 – 

with three inflection points; line 5 – upper curve with one inflection point 

 

Эти особенности дисперсионных соотношений означают, что полное вол-

новое поле возбуждаемых ВГВ в океане с фоновыми сдвиговыми течениями 

есть сумма нескольких типов волновых структур. Замкнутые дисперсионные 

кривые описывают генерацию кольцевых (поперечных) волн, причем каждой 

ветви будет соответствовать отдельная волновая система. Простые дуги дис-

персионных кривых описывают генерацию клиновидных (продольных) волн, 

каждой дуге соответствует отдельная волновая система [17, 18, 20]. Численные 

расчеты для различных океанических распределений компонент фонового 

сдвигового течения показывают, что знакопеременность течения, как правило, 

приводит к появлению замкнутых кривых дисперсионных соотношений и со-

ответственно – к генерации кольцевых (поперечных) волн. Если течение по 

всей глубине океана не изменяет своего знака, то дисперсионные кривые пред-

ставляют собой совокупность только простых дуг и все возбуждаемые волны – 

клиновидные (продольные). 

На рис. 6, 7 приведены результаты численных расчетов фазовой структуры 

ВГВ для различных значений частоты ω. Линии равной фазы Ω каждой волно-

вой моды задаются параметрически (с параметром ν) [17, 18]: 
  

)),ν(μν)ν(μ/()ω()ν( 
nn

tx )).ν(μν)ν(/(ω)ν(μ)ν( μ)(  
nnn

ty  
 

Линии равной фазы Ω на рисунках – сплошные кривые, штриховые ли-

нии – соответствующие волновые фронты (каустики). На рис. 6 значения па-

раметров были следующие: ω = 0,0026 c–1
, t = 3600 c. Угол полураствора вол-

нового клина (внешнего) 1 = 52,44, угол полураствора внутреннего клина 

0 = 31,46 (направление 0 задается третьим слева пунктирным лучом). Вели-

чина 0 определяется равенством 0 = –arctg0, где 0 – положительный корень 

уравнения μ′2() = μ2()/. Значения углов полураствора других трех волновых 
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фронтов k (k = 1, 2, 3) определяются локальными экстремумами функции 

μ′2(): k = –arctg(μ′2(*
k)), где *

k – корни уравнения μ′′2(*
k) = 0. Волны во внут-

реннем клине (волны первого типа) бегут влево (к началу координат), волны во 

внешнем клине (волны второго типа) бегут вправо (от начала координат). Фаза 

вдоль гребней волн первого типа (слева направо): Ω = {4π, 6π, 8π, 10π, 12π, 14π}, 

фаза вдоль гребней волн второго типа (справа налево): Ω = {–2π, 0, 2π}.  

 

 
Р и с.  6. Линии равной фазы для двух волновых систем  

F i g.  6. Equal phase lines for two wave systems 

 

 
  

Р и с.  7. Линии равной фазы для одной волновой системы  

F i g.  7. Equal phase lines for one wave system 
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В определенный момент времени τ = Ω/ω происходит превращение волны 

первого типа в волну второго типа. Две другие пары волновых фронтов обра-

зуют с осью x углы 2 = 34,79 и 3 = 24,46 соответственно. На рис. 7 значения 

параметров следующие: ω = 0,0012 c–1, t = 3600 c. Волны ограничены волновым 

фронтом с углом полураствора 1 , где 1 = arctg (μ′2(*)), * – корень уравнения 

μ′′2(*) = 0. Угол полураствора волнового клина 1 = 12,63. Волны внутри 

клина бегут вправо (от начала координат), фаза вдоль гребней волн (справа 

налево): Ω = {4π, 6π, 8π, 10π, 12π}.  
Таким образом, численные расчеты для различных режимов волновой ге-

нерации демонстрируют большое разнообразие возбуждаемых ВГВ в океане 

с произвольными вертикальными распределениями частоты плавучести и фо-

новых сдвиговых течений. Для детального анализа дисперсионных соотноше-

ний можно использовать модельные представления гидрологических парамет-

ров, качественно верно описывающие как характер, так и масштабы простран-

ственной изменчивости сдвиговых океанических течений по глубине. 

 

Асимптотические решения. Модельные представления для частоты пла-

вучести и сдвигового течения позволяют построить асимптотические решения. 

Используются следующие предположения: частота Брента – Вяйсяля – посто-

янная   const NzN ; фоновое сдвиговое течение – одномерное   ;0zU

    ,/00 HzVVVzV H     HVVVV H  ,00  – линейная функция глубины.  

 

 
 

Р и с.  8. Дисперсионные зависимости для различных значений ω: линия 1 – одна замкнутая дуга; 

линия 2 – одна замкнутая дуга 

F i g.  8. Dispersion dependences for different values of ω: line 1 – one closed arc; line 2 – one closed arc 

 

На рис. 8–10 приведены результаты расчетов дисперсионных зависимо-

стей μ2(ν, ω) для осредненных реальных условий и тех же значений частоты ω. 

На рис. 8 ω = 0,0013 c–1 (кривая 1), ω = 0,0016 c–1 (кривая 2); на рис. 9 ω = 

= 0,00185 c–1 (кривые 3); на рис. 10 ω = 0,00215 c–1 (кривая 4), ω = 0,0038 c–1 

(кривая 5). Постоянная осредненная частота плавучести равна 
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Р и с.  9. Дисперсионные зависимости для различных значений ω: линии 3 – одна замкнутая 

дуга, одна разомкнутая кривая с одной точкой перегиба 

F i g.  9. Dispersion dependences for different values of ω: lines 3 – one closed arc, one open curve 

with one inflection point 

 

 
 

Р и с.  10. Дисперсионные зависимости для различных значений ω: линия 4 – одна разомкнутая 

кривая с одной точкой перегиба; линия 5 – верхняя кривая с одной точкой перегиба 

F i g.  10. Dispersion dependences for different values of ω: line 4 – one open curve with one inflection 

point; line 5 – upper curve with one inflection point 
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Анализ численных результатов показывает, что модельные представления 

гидрологических параметров позволяют описать основные качественные осо-

бенности дисперсионных соотношений, в частности получить при малых зна-

чениях ω замкнутые дисперсионные кривые, описывающие генерацию коль-

цевых (поперечных) волн. При больших значениях ω дисперсионные зависи-

мости как для реальных, так и для модельных распределений частоты плаву-

чести и сдвиговых течений имеют вид двух разомкнутых кривых. Численные 

расчеты с использованием реального распределения частоты плавучести 

и сдвигового течения показывают, что может наблюдаться (в зависимости от 

частоты ω) дисперсионная картина, при которой имеются более двух точек пе-

региба, это означает, что вклад в дальнее поле ВГВ вносят несколько волновых 

цугов. Более сложную структуру дисперсионных соотношений, в том числе 

наличие более чем двух точек перегиба, можно исследовать только числен-

ными методами, используя реальные океанологические данные.  

Однако, используя модельные представления, задачу (4) можно решить 

аналитически. В этом случае дисперсионное соотношение имеет вид [17, 18, 

20] 

0)))π(β())0(β((Im  rIrI ii 
,                                            (5) 

 

где λiI  – модифицированная функция Бесселя мнимого индекса iλ; 

     4/1βλ;/μω 2  NzVz ; β = k/bμ   NHVVb H /0   [17, 18, 20, 23]. 

Решение уравнения (6) φ (z, μ) имеет вид [17, 18, 20] 
 

)),,(),0(),(),0((),(   zziz                 (6) 

λ( ,μ) 2β ( ) (β ( )).iz r z r zI   
 

Дисперсионное уравнение (5) не имеет точных аналитических решений, 

однако можно найти их асимптотику при больших числах Ричарсона. Исполь-

зованное в данной модели число Ричардсона Ri = 767 >> 1/4. Решением урав-

нения (5) являются два семейства дисперсионных кривых: µn1(ν), µn2(ν). Рас-

смотрим вначале семейство µn1(ν). Все кривые этого семейства находятся в ин-

тервале (µd, µa), который разбивается точкой поворота на два интервала. В ин-

тервале (µc, µa) обе функции из (6) осциллируют. Заменяя каждую из них 

асимптотикой, можно получить [17, 18, 20, 23]: β(Θ(r(–π)) – Θ(r(0))) = πn. Ре-

шение этого уравнения имеет вид 
 

νn(µ) = ± ((πbn/(Θ(r(–π)) – Θ(r(0)))2 – 1)µ2)1/2.                             (7)  

Получить из уравнения (7) обратную зависимость µn1(ν) можно, используя 

стандартную вычислительную систему типа «Математика». В интервале (µd, 

µc) вторая функция в (6) осциллирует, первая уже нет. Поэтому заменяя эти 

функции соответствующими асимптотиками [17, 18, 20, 23], можно получить 
 

|β|Θ(r(–π)) – π/4 + arctg(exp(–2|β|Φ(r(0))))/2= – πn.              (8) 
 

В отличие от (5) уравнение (8) легко решается численно, так как левая 

часть (асимптотическое приближение фазы) – строго монотонная функция. На 

рис. 11 изображены дисперсионные кривые второй моды µ21(ν), рассчитанные 
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численно из уравнения (4) (сплошная линия), и их асимптотические прибли-

жения, рассчитанные по формулам (7), (8) (штриховые линии). Второе семей-

ство дисперсионных кривых µn2(ν) заключено в интервале (µb, µe). В этом слу-

чае необходимо учитывать вклад в фазу второй функции из (8), и в результате 

можно получить асимптотику уравнения (5): |β|Θ(r(–π)) = π/4 – πn. Решение 

этого уравнения описывается выражением (8), используя которое можно полу-

чить зависимость µn2(ν). На рис. 12 приведены результаты расчетов  z22φ  – соб-

ственной функции второй моды, нормированной на ее максимальное значение. 

 

 
 

Р и с.  11. Дисперсионные кривые второй моды 

F i g.  11. Dispersion curves of the second mode 

 

 
 

 
Р и с.  12. Собственная функция второй моды при ν = 0,01 м-1, μ = 0,00025 м-1, ω = 0,002 с-1

 
Сплошная линия – численное решение (4), штриховая – асимптотическое приближение (7) 

F i g.  12. Eigenfunction of the second mode at ν = 0,01 m-1, μ = 0,00025 m-1, ω = 0,002 s-1. Solid line – 

numerical result (4), dashed line – asymptotics (7) 
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Полученные результаты показывают хорошее совпадение асимптотик 

и численных расчетов, поэтому использование модельных представлений для 

гидрологических параметров позволяет качественно верно описывать основ-

ные характеристики ВГВ в океане с фоновыми сдвиговыми течениями. Можно 

отметить, в частности, что с использованием гидрологических параметров те-

чение не изменяет свой знак на всей глубине океана, дисперсионные кривые 

состоят из полностью разомкнутых ветвей и поэтому могут возбуждаться 

только клиновидные (продольные) волны [17, 18, 20]. 

Проведенный анализ численных расчетов показал, что учет реальных рас-

пределений основных гидрологических параметров океана дает возможность 

изучить все многообразие генерируемых волновых систем. Изменение основ-

ных параметров волновой генерации вызывает заметную качественную пере-

стройку фазовых картин возбуждаемых полей ВГВ, связанную с трансформа-

цией дисперсионных зависимостей. Использование аналитических и асимпто-

тических методов позволяет определять основные характеристики ВГВ в оке-

ане с фоновыми сдвиговыми течениями. Поэтому для исследования ВГВ в ре-

альном океане необходимо сочетание как точных численных методов изучения 

волновых полей, так и различных асимптотических подходов, позволяющих 

исследовать основные качественные особенности возбуждаемых волн. В об-

щем случае решение дисперсионного уравнения и качественный анализ дис-

персионных соотношений представляет значительную математическую труд-

ность [3, 12–15, 19].  

Полученные аналитические приближения дисперсионных кривых дают 

возможность решать более сложные задачи волновой динамики стратифици-

рованных сред. В частности, построенные асимптотики дисперсионных соот-

ношений в дальнейшем позволяют исследовать задачу изучения динамики 

ВГВ в океане медленноменяющимися и нестационарными параметрами. 

В этом случае решение можно представить в виде суммы волновых пакетов, 

фазовая структура которых определяется аналитическими свойствами соответ-

ствующих дисперсионных зависимостей. Фазовые функции (модельные инте-

гралы) этих асимптотических решений выражаются через различные специ-

альные функции: интегралы Френеля, функции Эйри, интегралы Пирси [21, 

22, 24]. Конкретный выбор фазовых функций (модельных интегралов) полно-

стью определяется аналитическими свойствами дисперсионных соотношений. 

 

Заключение. В работе изучены численные и аналитические решения, ко-

торые описывают основные фазовые характеристики полей ВГВ в стратифи-

цированном океане конечной глубины, как для произвольных, так и для мо-

дельных распределений частоты плавучести и фоновых сдвиговых течений. 

Для аналитического решения задачи использованы постоянное распределение 

частоты плавучести и линейные зависимости фонового сдвигового течения от 

глубины. Модельные представления для основных гидрологических характе-

ристик (частоты плавучести и фоновых сдвиговых течений) позволяют реду-

цировать основную спектральную задачу к более простой, а также исследовать 

эту упрощенную спектральную задачу асимптотически. Полученные резуль-

таты показывают, что асимптотические конструкции, использующие модель-

ные представления частоты плавучести и распределения фоновых сдвиговых 
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скоростей, с хорошей степенью точности описывают решения спектральной 

задачи. Предложенные асимптотические методы позволяют исследовать вол-

новую динамику аналитически и качественно, что важно для оперативного 

анализа натурных измерений ВГВ в океане. Аналитические выражения дис-

персионных кривых могут использоваться, в частности, для качественной ин-

терпретации наблюдаемых волновых явлений в океане и для разработки эф-

фективных алгоритмов обнаружения ВГВ методами радиолокации. 
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