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Цель. Исследовать распространение солитонов в мелководном бассейне и оценить проявление 
нелинейных эффектов при накате волн на пологий берег; сопоставить оценки, полученные при 
помощи различных численных моделей, с имеющимися аналитическими зависимостями – цель 
настоящей работы. 
Методы и результаты. Представлены результаты численного моделирования, проведенного 
с помощью двух нелинейных моделей длинных волн – авторской модели и модели Simulating 
WAves till SHore (SWASH). Получены профили уединенной волны при ее распространении на 
участке бассейна постоянной глубины, сопряженного с наклонным дном. Процесс наката волн 
на берег моделировался при помощи алгоритма движения жидкости по сухому берегу. Показа-
но, что при распространении солитона на участке постоянной глубины эффекты нелинейности 
проявляются в деформации профиля волны, а именно: с ростом начальной амплитуды волны 
и увеличением расстояния, пройденного волной, увеличивается крутизна переднего склона 
волны. Это, в свою очередь, приводит к возрастанию заплеска при накате волн на берег. Оцен-
ки высот наката, полученные в рамках разных численных моделей, хорошо согласуются.  
Выводы. Рассчитанные величины максимального наката волн на берег для недеформирован-
ных волн, длина которых равна длине пройденного пути, близки к оценкам, полученным ана-
литически. Для волн с деформированным профилем, крутизна переднего склона которых 
нарастает при распространении на большие расстояния, высоты заплеска увеличиваются 
с ростом начальной амплитуды волны, в этом случае аналитические оценки желательно заме-
нять численными. Высота наката деформированных волн может превысить начальную ампли-
туду волны в четыре раза и более. Полученные в работе результаты могут оказаться полезны-
ми при проектировании берегозащитных сооружений с учетом проблем, связанных с сохране-
нием экологии и экономики побережья. 

Ключевые слова: численное моделирование, солитоны, уединенные волны, нелинейные эф-
фекты, накат волн на берег, гидродинамическая модель SWASH 
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Purpose. The paper is aimed at investigating the propagation of solitons in a shallow basin, assessing 
the nonlinear effects resulting from the wave run-up on a gentle coast, and at comparing the estimates 
obtained using different numerical models with the available analytical dependencies. 
Methods and Results. The results of numerical simulations carried out using two nonlinear models of 
long waves (the author's model and the Simulating WAves till SHore (SWASH) one) are represented in 
the paper. The solitary wave profiles were obtained during its propagation in the part of a basin with 
constant depth conjugated with the inclined bottom. The process of a wave run-up on the coast was 
simulated using the algorithm of fluid movement along a dry coast. It is shown that when a soliton 
propagates in the basin part with constant depth, the nonlinearity effects are manifested in defor-
mation of a wave profile. In other words, increase of the wave initial amplitude and the distance trav-
eled by a wave is accompanied by growth of the wave front slope steepness. This, in its turn, leads to 
increase of a splash when the waves run-up on the coast. The estimates of the run-up heights resulted 
from different numerical models are in good agreement. 
Conclusions. The calculated values of the maximum wave run-up on the coast for the non-deformed 
waves, the length of which is equal to that of the traversed path, are close to the estimates obtained 
analytically. For the waves with the deformed profile, the front slope steepness of which increases 
with propagation over long distances, the run-up heights increase with growth of the wave initial am-
plitude. In such a case, it is desirable to replace the analytical estimates with the numerical ones. The 
run-up height of the deformed waves can exceed the wave initial amplitude by four or more times. 
The results obtained in this study can be useful in projecting the coastal protection constructions with 
the regard for preserving the coastal ecology and economy. 
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Введение 

Исследование распространения уединенных волн на мелководье с после-
дующим накатом на береговой склон является практически значимой зада-
чей. Подобные процессы могут наблюдаться, в первую очередь, при подходе 
к берегу волн цунами, а также приливных и судовых волн. В открытом оке-
ане эти волны имеют малую амплитуду и не представляют особой опасности, 
однако при приближении к берегу скорость их распространения уменьшает-
ся, а высота растет. Ветровые волны при подходе к берегу на определенной 
стадии деформации мелководьем трансформируются в одиночные [1]. В [2] 
сделано предположение о том, что одной из возможных причин образования 
волн-убийц в мелком море являются ветровые солитоны. Частое наблюдение 
солитонов в мелководных морских зонах отмечено в работе [3]. На мелково-
дье усиливается влияние нелинейных эффектов, что влечет за собой увеличе-
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ние высот наката и приводит к разрушительному воздействию на побережье. 
Главная опасность таких волн заключается в том, что они могут усиливаться 
другими явлениями, например приливами, при этом проникая на большие 
расстояния в глубь побережья [4]. 

Аналитическое решение нелинейных уравнений мелкой воды на плоском 
откосе было найдено впервые в работе [5]. Использованный здесь подход 
в дальнейшем получил развитие в ряде работ различных авторов [6–13]. В [7, 
8] получены аналитические оценки для определения высот наката необруши-
вающихся волн на плоский откос, которые довольно хорошо согласуются 
с экспериментальными данными. Сопоставление численных расчетов заплес-
ков волн на плоский откос с экспериментальными данными и с аналитиче-
скими оценками различных авторов проведено в [9]. Экспериментальные ис-
следования описаны в работах [10–12]. 

Основное внимание в вышеперечисленных работах уделяется определе-
нию максимального заплеска волны в зависимости от ее амплитуды и угла 
наклона берега. В то же время известно, что высота наката волн на берег су-
щественно зависит от крутизны переднего склона волны [13, 14]. Волны, 
проникая на мелководье, становятся «чувствительными» к уменьшению глу-
бин, и, как следствие, подходят к берегу деформированными: их передний 
склон становится крутым, что в итоге может привести к экстремальным за-
плескам. В [15, 16] показано, что волны с крутым передним склоном могут 
проникать в глубь суши на бо́льшие расстояния, чем волны с симметричным 
профилем. В рамках теории, предложенной в [15], становится понятной роль 
крутизны волны как определяющего параметра для расчета высоты наката 
волны цунами. В [17] предложена соответствующая формула максимальной 
высоты наката, учитывающая крутизну фронта волны. 

В настоящей работе продолжены исследования наката нелинейно дефор-
мированных волн на пологий склон. Выполнено численное моделирование 
распространения уединенной волны в модельном бассейне, состоящем из 
участка постоянной глубины, соединенного с наклонным дном, с последую-
щим накатом волны на берег. Расчеты проводились при помощи двух нели-
нейных численных моделей – модели из работы [14] и модели Simulating 
WAves till SHore (SWASH) [18]. На участке постоянной глубины исследова-
лось влияние нелинейности на деформацию волны. Получены оценки высот 
заплеска волн при накате на пологий берег. Результаты, полученные числен-
но в рамках указанных моделей, сравнивались между собой и с аналитиче-
скими зависимостями, полученными другими авторами. 

 
Математическая постановка задачи 

Рассматривается задача о распространении уединенной поверхностной 
волны в бассейне с уклоном с последующим накатом на береговой склон. На 
рис. 1 показан модельный бассейн глубиной H(x), который состоит из участка 
постоянной глубины H0 длиной L, соединенного с наклонным участком 
с уклоном дна α.  
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Р и с.  1. Схема распространения уединенной поверхностной волны в бассейне с последующим 
накатом на береговой склон 
F i g.  1. Scheme of a solitary surface wave propagation in a basin followed by run-up on the coastal 
slope 

 
Процесс распространения волны в модельном бассейне описывался при 

помощи нелинейной модели поверхностных длинных волн, которая опериру-
ет осредненными по глубине горизонтальной скоростью и смещением уровня 
моря [19]: 

 

x
g

x
uu

t
u

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ ζ ,    0)(ζ

=
∂

∂
+

∂
∂

x
uD

t
,                               (1) 

 

где u = u(x, t) – осредненная по глубине бассейна горизонтальная скорость; t – 
время; х – продольная координата; g – ускорение свободного падения; 

) ,ζ(ζ tx=  – осредненное вдоль поперечного сечения бассейна смещение 
уровня моря; ),(ζ)(),( txxHtxD +=  – динамическая (полная) глубина бас-
сейна. 

Начальные условия предполагают, что при t = 0 жидкость в бассейне по-
коится: 
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Вход уединенной волны начальной высоты а0 в бассейн моделировался 
при помощи граничных условий. На жидкой границе х = 0 вход уединенной 
волны начальной высоты а0 в бассейн задавался в виде временного ряда ве-
личин смещения уровня моря, соответствующих профилю солитона Кортеве-
га-де-Вриза: 
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где Т = λ/C – время прохождения волной сечения x = 0; 
( ) 20arch34λ 000 aHH=  – характерная ширина профиля одиночной волны 

на высоте a0/20 [7, 8]; 0)0( gHCC ==  – фазовая скорость волны на входе 
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в бассейн. Период Т – «условный» [1] период уединенной волны, который 
в данной работе характеризует время прохождения солитоном участка, рас-
положенного между точками волнового фронта на высоте 1/20 амплитуды, 
через сечение x = 0. Данный параметр определяется длиной и скоростью рас-
пространения уединенной волны. Длина солитона как ширина волны на вы-
соте 1/20 от первоначальной амплитуды была выбрана в работе с целью точ-
ного задания профиля волны и сохранения его формы при входе в расчетную 
область. 

С момента полного проникновения волны в канал (при t = T) на жидкой 
границе x = 0 происходит замена условия генерации волны (3) на условие 
свободного выхода волн: 
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Начально-краевая задача (1) – (4) решалась численно при помощи метода 
конечных разностей с использованием явно-неявной схемы первого порядка 
аппроксимации по времени. Процесс затопления – осушения моделировался 
с применением алгоритма, изложенного в [20]. Расчеты выполнялись на сетке 
с пространственным разрешением Δх = 1 м и с шагом по времени Δt = 0,01 с.  

Часть численных экспериментов выполнялась с использованием гидро-
динамической модели SWASH [18], которая основывается на нелинейных 
уравнениях мелкой воды. В отличие от [14] эта модель может учитывать не-
гидростатические эффекты. Для сопоставления результатов двух моделей эти 
эффекты в SWASH не включались.  

 
Результаты исследования и их обсуждение 

Рассмотрим распространение уединенной поверхностной волны, форма 
которой задается в виде солитона (3). Начальная амплитуда волны равна 
0,2 м, ее длина составляет ∼ 1000 м (на высоте 1/20 от амплитуды). На рис. 2 
показаны распределения уровня моря при распространении волны вдоль 
участка постоянной глубины H0 = 20 м, длина которого равна 15 км. Пред-
ставлены профили волны в различные моменты времени, полученные в рам-
ках модели нелинейных длинных волн, описанной формулами (1) – (4), 
и профили, рассчитанные по модели SWASH. 

На рис. 2 видно, как волна, вошедшая в расчетную область, трансформи-
руется с течением времени. Передний склон волны становится крутым, при 
этом ее длина и начальная амплитуда остаются неизменными. При дальней-
шем распространении волны вдоль участка постоянной глубины ее передний 
склон будет становиться круче до тех пор, пока не наступит обрушение. 
В работе [7] критерий обрушения определяется по аналитической формуле  
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Однако это уравнение справедливо для тех волн, которые при подходе 
к откосу имеют симметричную форму. Критерием обрушения волны в моде-
ли нелинейных длинных волн из работы [14] послужило условие, при кото-
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ром орбитальная скорость частицы на гребне волны становится больше, чем 
фазовая скорость волны, т. е. Ct ≥∂∂ /ζ .  

 

 
 

Р и с.  2. Распространение солитона в бассейне постоянной глубины в различные моменты вре-
мени. Начальная амплитуда волны a0 = 0,2 м, глубина бассейна H0 = 20 м 
F i g.  2. Soliton propagation in a basin of constant depth at different time moments. The wave initial 
amplitude a0 = 0.2 m, the basin depth H0 = 20 m 

 
Обрушение волны в модели SWASH учитывалось при помощи следующе-

го критерия: 
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где β = 0,6 – максимальная крутизна волны. 
После прохождения участка постоянной глубины волна продолжает свое 

движение на наклонном участке, а затем – по сухому берегу. На рис. 3 пока-
зано положение линии уреза в момент максимального наката волны на берег 
и максимального осушения дна. Приведены кривые, рассчитанные в рамках 
нелинейной модели длинных волн и с использованием модели SWASH, кото-
рые хорошо согласуются. Наблюдается незначительное превышение заплеска 
для кривой, полученной в рамках нелинейной модели длинных волн. Таким 
образом, высота наката волны превышает начальную амплитуду волны в 4,4 
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раза. Опускание уровня моря при откате составило ∼ 0,5 от начальной ампли-
туды волны.  

Р и с.  3. Уровень моря в момент максимального наката волны на берег и последующего осу-
шения дна. Начальная высота волны a0 = 0,2 м, глубина бассейна H0 = 20 м, длина участка по-
стоянной глубины L = 15 км, уклон дна tg α = 0,1 
F i g.  3. Sea level at the moment of the maximum wave run-up on the coast and subsequent run-
down. The wave initial amplitude a0 = 0.2 m, the basin depth H0 = 20 m, the length of the constant 
depth section L = 15 km, the bottom slope tg α = 0.1 

Отразившись от берега, волна движется в обратном направлении. Отра-
женная волна показана на рис. 4, где видно, что уединенная волна после 
наката на берег трансформируется в знакопеременную волну. 

Р и с.  4. Профиль отраженной волны при распространении и последующем накате на берег. 
Начальная высота волны a0 = 0,2 м, глубина бассейна H0 = 20 м, длина участка постоянной 
глубины L = 15 км, уклон дна наклонного участка tg α = 0,1 
F i g.  4. The reflected wave profile while its propagation and subsequent run-up on the coast. The 
wave initial height a0 = 0.2 m, the basin depth H0 = 20 m, the length of the constant depth section L = 
= 15 km, the bottom slope tg α = 0.1 
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Кривые профилей на рис. 2 демонстрируют, что чем больше расстояние, 
на которое распространяется волна, тем сильнее проявляются эффекты нели-
нейности, что приводит к увеличению крутизны переднего склона волны. Ис-
следуем высоту наката солитонов на береговой склон в зависимости от длины 
участка L постоянной глубины. На рис. 5 приведены оценки заплесков уеди-
ненных волн различной амплитуды, рассчитанные в рамках обеих моделей. 
Видно, что для недеформированных волн (при L/λ = 1) отношение высоты 
наката к начальной амплитуде составляет 3,2 при a0 = 0,2 м, 3,5 при a0 = 
= 0,3 м, 3,9 при a0 = 0,5 м. С увеличением длины участка постоянной глубины 
процесс распространения волны сопровождается нарастанием крутизны пе-
реднего склона волны, что приводит к усилению заплеска при накате волн на 
берег.  

 

 
 

Р и с.  5. Оценки относительных высот наката уединенных волн на берег в зависимости от 
длины участка бассейна постоянной глубины для различных начальных амплитуд волн. Глу-
бина бассейна H0 = 20 м, уклон дна tg α = 0,1 
F i g.  5. Estimates of relative heights of the solitary wave run-ups on the coast depending on the 
length of the basin part with constant depth for different wave initial amplitudes. The basin depth 
H0 = 20 m, the bottom slope tg α = 0.1 
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На рис. 5 оценки, полученные при помощи модели нелинейных длинных 
волн (1) – (4), представляют собой высоты наката необрушивающихся волн. 
При достижении максимальной крутизны переднего склона происходит об-
рушение волны, и дальнейшие численные эксперименты возможны только 
в модели SWASH, которая предполагает расчет распространения и наката на 
берег обрушивающихся волн. Видно (рис. 5), как после обрушения волны 
высота наката достигает своего максимума, а затем начинает уменьшаться 
вследствие диссипации энергии при обрушении. Рост начальной амплитуды 
волны также приводит к возрастанию заплеска. При одном и том же относи-
тельном расстоянии L/λ высоты наката оказываются наибольшими для волн 
с бо́льшими начальными амплитудами. В то же время чем больше амплитуда 
уединенной волны, тем меньше характерная ширина профиля волны, что 
приводит к более быстрому наступлению обрушения волны и диссипации 
энергии. Таким образом, для деформированных необрушивающихся волн 
малой амплитуды (a0 = 0,2 м) высота наката на берег увеличивается в 4,4 ра-
за, для a0 = 0,3 м – в 4,5–4,6 раза, для волн большой амплитуды (a0 = 0,5 м) – 
в 4,2–4,3 раза. Дальнейшие исследования в рамках модели SWASH показали, 
что максимальная высота наката обрушенных волн превысила начальную 
амплитуду волны в 4,85 раза при a0 = 0,2 м, в 4,73 раза при a0 = 0,3 м, в 4,36 
раза при a0 = 0,5 м.  

Численные оценки, полученные при помощи указанных моделей, показа-
ли хорошее соответствие. Разница в высотах наката для больших амплитуд 
связана с использованием в моделях разных алгоритмов при вычислении 
наката. 

Проведен анализ сопоставления результатов, полученных численно 
и аналитически. В работе [7] предложено следующее выражение для опреде-
ления высоты наката: 
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0

0
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


=

H
a

H
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В работе [17] получена зависимость высоты наката от крутизны волны: 
 

42,0

0
0max 








=

s
sRR ,                                                    (7) 

 

где R0 – высота наката недеформированной волны; s – максимальная крутиз-
на нелинейно деформированной волны; s0 – максимальная крутизна неде-
формированной волны. 

На рис. 6 показана аналитическая кривая, рассчитанная по формуле (6) 
для высоты наката на берег волн с симметричным профилем. Здесь же пред-
ставлены аналитические зависимости, найденные по формуле (7) для волн 
с нелинейно деформированным профилем, и численные оценки для необру-
шивающихся волн, полученные в рамках вышеописанных моделей. Видно, 
что численные оценки заплесков близки по величинам к аналитическим 
оценкам, однако с увеличением расстояния, на которое распространяется 
волна, возрастают и высоты наката волн на берег. Таким образом, аналитиче-
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ские оценки могут давать хорошее количественное описание для волн, длина 
которых сопоставима с пройденным расстоянием. Для исследования волн 
с асимметричным профилем, который деформировался в результате проявле-
ния нелинейных эффектов, необходимо использовать численные методы. 

 

 
 

Р и с.  6. Зависимости максимальных заплесков необрушенных уединенных волн. Глубина 
бассейна H0 = 20 м, уклон дна tg α = 0,1 
F i g.  6. Dependences of the maximum run-ups of the unbroken solitary waves. The basin depth H0 = 
= 20 m, the bottom slope tg α = 0.1 

 
Заключение 

С использованием нелинейных моделей длинных волн [14, 18] проведена 
серия численных экспериментов по исследованию деформации уединенной 
волны в бассейне малой глубины и последующего наката на пологий берег. 
Кривые, полученные для профилей солитона в разных моделях, хорошо со-
гласуются. Показано, что с увеличением длины участка постоянной глубины 
бассейна профиль волны деформируется в результате нарастания крутизны 
переднего склона волны. Это, в свою очередь, оказывает существенное влия-
ние на усиление заплеска при накате волны на берег. Установлено, что неде-
формированные волны при накате на берег усиливаются в 3,2 раза при 
начальной амплитуде 0,2 м, а максимально деформированные волны – в 4,4 
раза. При амплитуде 0,3 м отношения заплесков недеформированных и де-
формированных волн к их амплитуде составили 3,5 и 4,5–4,6, а при амплиту-
де 0,5 м – 3,9 и 4,2–4,3 соответственно. С ростом начальной амплитуды уеди-
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ненной волны длина прохождения пути сокращается и обрушение наступает 
быстрее.  

Рассчитанные величины максимального наката на берег недеформиро-
ванных волн, длина которых сопоставима с пройденным расстоянием, близки 
к оценкам, полученным аналитически. Для подходящих к берегу волн с кру-
тым передним склоном высоты заплеска увеличиваются с ростом начальной 
амплитуды волны. Для оценивания высоты наката на берег таких волн необ-
ходимо использовать численные модели.  
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