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К теории нестационарных слабонелинейных 

захваченных топографических волн 

В приближении Буссинеска исследованы захваченные топографические волны над наклон­

ным дном при реальной стратификации. Определены средние течения, индуцированные вол­
ной за счет нелинейности, и неосциллирующая поправка к средней плотности. Получено нели­

нейное уравнение Ulредингера для огибающей. По данным эксперимента в Норвежском море 

сделана оценка периодов и амплитуд захваченных топографических волн. Получено простран­

ственное распределение амплитуд скорости и индуцированного за счет нелинейности среднего 

течения. Исследована модуляционная неустойчивость этих волн. Показано, что захваченные 

топографические волны модуляционно неустойчивы. 

В динамике придонного слоя моря важную роль играют захваченные то­

пографические волны. Баротропные топографические волны, типа захвачен­

ных берегом шельфовых и волн Кельвина, достаточно хорошо изучены 

[1 - 3]. При исследовании бароклинных топографических волн возникают 
трудности разделения горизонтальной и вертикальной структуры движений 

вследствие наклона дна [ 4 - 7]. При малом наклоне возможно разделение на 
моды колебаний при учете наклона дна в граничном условии [7, 8]. Энергия 
бароклинных топографических волн в коротковолновом приближении в стра­

тифицированном море сконцентрирована у дна, т.е. волны захватываются 

дном [7, 8]. Амплитуды волновых скоростей максимальны у дна, поэтому эти 
волны оказывают активное динамическое воздействие на подстилающую по­

верхность, вызывая взмучивание и перенос осадочного материала. Наблюде­

ние захваченных топографических волн затруднено в связи со сложностью 

проведения измерений в придонном слое, однако имеются едва ли не еди­

ничные случаи регистрации этих волн, в частности на шельфе Перуанского 

побережья [5]. 
Нелинейные эффекты при распространении как поверхностных, так и 

внутренних волн проявляются в генерации средних на масштабе волны тече­

ний [9]. Огибающая узкоспектрального волнового пакета удовлетворяет не­
линейному уравнению Шредингера [10]. Поверхностные волны на глубокой 
воде модуляционно неустойчивы, такая неустойчивость внутренних волн су­

щественно перемежаема по масштабам. В длинноволновом пределе внутрен­

ние волны устойчивы к продольной модуляции [10). 
Теория нестационарных слабонелинейных внутренних волн над плоским 

дном предложена в работах [ 1 О, 11]. Среднее течение, индуцированное захва­
ченной топографической волной, при постоянной частоте Брента - Вяйсяля 

определялось в [12]. В настоящей работе исследуются нелинейные эффекты 
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при распространении захваченных топографических волн над плоским на­
клонным дном при реальной стратификации, получено нелинейное уравнение 
Шредингера для огибающей волнового пакета. 

Постановка задачи 

Рассматриваются свободные захваченные наклонным дном топографиче­
ские волны над плоским склоном. Уклон дна предполагается малым и учиты­

вается в граничном условии. Система нелинейных уравнений гидродинамики 

решается асимптотическим методом мноrомасштабных разложений, в первом 
порядке малости по крутизне волны находятся решения линейного прибли­

жения и дисперсионное соотношение. Во втором порядке малости по крутиз­

не волны е находятся решения второго приближения и среднее течение, ин­
дуцированное волной за счет нелинейности. Условие разрешимости неодно­

родной краевой задачи для амплитуды вертикальной компоненты скорости в 
третьем порядке по едает эволюционное уравнение для огибающей. 

Исходная система уравнений движения для волновых возмущений в при-

ближении Буссинеска с учетом вращения Земли имеет вид: · 

~ u + (u \7 u) +2[0xu] = - "_! + g ~ , 
дt Ро Ро 

д dpo 
-р+ (u\7p)+u3-=0, 
дt dx3 

(1) 

\7 u = о, 

rде u, р, Р - волновые возмущения скорости течения, плотности и давления; 

р0 (х3 ) - средняя невозмущенная плотность. Ось х1 направлена вдоль изо­

бат, ось х2 - в сторону уменьшения глубины. Систему уравнений (1) необхо­
димо дополнить граничными условиями «твердой крышки» на поверхности и 

наклонном дне: и3 \.,з=Н ==О, (u•n)l.,,=0 =О. Из системы (1) следует уравнение 
для вертикальной компоненты скорости (вертикальная ось направлена вверх): 

(2) 

Систему уравнений (1) будем решать методом мноrомасштабных разло-
жений, раскладывая ирР,р в асимптотические ряды [9]: 

И; = еи{ (х3 ,;, т,0) -t: е2и{1 (х3 ,;, т,О) + ... , 

Р = & Р' (x3,q, т,0) + е2 Р11 (x3,q, т,0) + ... , (3) 

р = ер1 (х3 ,~, т,0) + & 2 р'1 (х3 ,~, r,0) + ... , 
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здесь & - малый параметр (крутизна волны); ( и r - «медленные» перемен-

2 д0 д0 
ные; ,; = &(х1 -ск1); r = & t; 0 - фаза волны; - = k; - = -OJ (k- волно-
- ~ & 

дw ~ 
вое число, w - частота, cg ~ дk - линсиная групповая скорость; предполага-

ется, что волна распространяется вдоль изобат). 

В первом порядке малости по крутизне волны и{, Р 1 , р1 можно предста­

вить в виде [9]: 

и! = и,1O (х3 )А(,;, r) е '0 + k.c., Р1 = Р,~(х3 )А(,;, r) е ;0 + k.c., 
! ! i0 

Р =p;0 (x-JA(,;,r)e +k.c., 

k.c. - комплексно-сопряженные слагаемые. Связь функций и{0 (х3 ), и;0 (х3 ), 

Р~~(хз), р/0 (х3 ), иj0 (хз) известна [3], а и;0 (х3 ) удовлетворяет краевой зада­
че по определению вертикальной структуры моды в линейном приближении: 

0)2 (е -d2 )и' + 12 d2uio + .к_ dpo k2ul = о 
d 2 30 dx2 - dx 30 ' 
Хз з Ро з 

Иjо\х,=н=О, (4) 

здесь у - характерный уклон дна. 

Если после постановки разложений (3) в (2) приравнять члены при &2 , 

получим уравнение для uj1 : 

д 8 ( ) 
d2 11 d ( а2 п ] 2 II д ! 2 И3 g 'Ро 2 И3 ! w -(LИз +М~)+2ш- с - Lu;,, + f ------- k --- +Ми3 ::с: 

д02 80 к д,; дхj Ро dХз д02 

=k2ш- u1k-3 +и1-3 +k2 - u1kL+u1 L .к_+ аз ( аи' аи~ ) 82 ( а , 8 1 ) 

ав3 1 80 3 дхз 802 l д0 3 дхз Ро 
(5) 

+~[fk~(и'kдui +и' аu;)-ож.!_(и'kди{ +u1 ди{)] 
дхз д0 i дО з дхз 802 ' д0 з дхз ' 

где действие операторов L и М раскрывается по формулам 

2 82 d 2 
L=k (-)+-

д02 dx}' 

Решение уравнения (5) будем искать в виде: 

11 п (;: ) ,0 11 (;: ) 2;0 k -11 (;: ) Из =из, ':,,Т,Х3 е +И32 <:,,'r,X3 е + .С.+И3 <:,,'r,X3, (6) 
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где и;' (q,r,x3 ) - неосциллирующая на временном масштабе волны поправка 
к вертикальной скорости. Подставляя (6) в (5), получим 

и:~ = uf {' (х3 ) :; , Иj~ = uf;' (х3 )\А 2 \, причем uf {' и uf? удовлетворяют крае­
вым задачам: 

[ ( d 2 
) и' d ] =i -2(1)с -k2 +- и' +2gk_l2_ Ро +2k(JJ2u1 

К dx2 30 - dx 30 , 
з Ро з 

(7) 

[4ai(4k2 - d2 )+/2_!}___+ 4g dpo k2]ио11 =-4k2JL(u' kip1 +и' dp(o)+ 
d 2 d 2 - d з2 - 10 10 зо dx 
Хз Хз Ро Хз Ро з 

(8) 

0111 о И32 Хз=Н = ' 

Условием разрешимости краевой задачи (7) является ортогональность 

правой части уравнения решению ui0 соответствующей однородной краевой 

задачи ( 4 ), отсюда следует выражение для групповой скорости ск , которое 

совпадает с полученным непосредственно из уравнения (4) [10]: 

н 

J(k(JJ2 -kN2 )(uj0 )2dx3 

с =-'о'---------
к н d2 

(1) J[(-k2 +-2 )ujo]Иjodxз 
о dхз 

Краевая задача (8) неразрешима при резонансе со второй гармоникой, ко­
гда из того, что йJ,k удовлетворяют дисперсионному соотношению, следует, 

что 2(1), 2k также удовлетворяют дисперсионному соотношению. Нетрудно 

видеть, что в уравнении (5) после осреднения по периоду волны остается 

только член левой части f 2(d 2u{1 / dxi). В предельном случае плоской вол-

ны, как будет показано ниже, и~'= О и слагаемым f2(d 2uf1 / dxi) в (5) можно 
пренебречь. Если разложение (3) подставить в систему (1 ), то во втором по-

" 11 р" 11 11 . рядке малости по с получим связь и, , и2 , , р с и3 • 
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-II -II -IJ -IJ 
где неосциллирующие поправки и1 , и2 , р , р пока не определены, а 

ОП 011 0/1 !! Oll II ф 
функции и21 , и12 , и22 , р10 , и11 , р20 выражаются следующими ормулами: 

р~~ с-с ~ • {(4(i) 2 - 1 2 )duf{1 + 2jki(и(0 kiu~0 
Ро 8k OJI dx 3 

1 du io ) + Изо --- + 
dx 3 

1 
{ [ 

d 1) ( d1 ) II} 011 l · / l И20 ,.., · l · l И10 l Р20 
И12 = 2 2 1 И1ok1U20 + Изо -- - L.OJI И1ok1U10 +--Изо. + 4шk--::::- , 

40J - 1 dхз . dхз р0 

ио11 = 1 [jki Pi~ + 1Р(о _ 20JC iu1 ] 
21 12 2 - - g 20 ' 

-йJ Ро Ро 

с ф II / - 11 / - / Oll !/ 11 ! 
ледует отметить, что ункции р10 Ро, р20 Ро, и30 , и12 , Р10 , Р20 , и20 

~ . . 0/1 ! ! 011 ОП О!/ Oil / / - , 
деистви1ельные, и22 , и10 , р10 , и31 , u32 , u21 , и11 , р10 р0 - мнимые. 

Уравнение для u{1 в третьем порядке малости по с, после подстановки 

(3) в (2), приведено в Приложении. Из условия разрешимости неоднородной 
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краевой задачи (П.3) по определению вертикальной структуры первой гармо­

ники u;;1 (х3 ) следует эволюционное уравнение для огибающей: 

н 

j uj0S3dx3 

Т=~о~---
н 

i Jи:os1dX3 
о 

(9) 

(1 О) 

Разделив уравнение (9) на - q , получим нелинейное уравнение iliредингера: 

( 11) 

т 
где , 1 = -qт, т; = - (величина q отрицательна). 

q 
Функция S3 (П.5), входящая в определение коэффициента нелинейноr·о 

самовоздействия Т ( 1 О), содержит неизвестные слагаемые 

и/1 11л 2 1, jj11 /IA 21, u;1 /IA21. Индуцированные пакетом неосциллирующие поля 

и/1 , р 11 во втором порядке малости по крутизне волны определены анало­
гично [ 11] из системы уравнений, полученной из исходных уравнений гидро­
динамики для волновых возмущений, осредненных за период волны. 

Неосциллирующая на периоде волны поправка к средней плотности и 

скорость индуцированного течения определяются по формулам [11]: 

где 

- 2-11 р- = с2р-11 . 
И;= 8 И; , " 

Уравнение (11) - нелинейное уравнение Шредингера, принадлежащее к 

классу вполне интегрируемых систем. Оно допускает частное решение в виде 

огибающей слабонелинейной плоской волны: 

А= Ао ехр(i!АJ!т1 т; ). 
При 7; < О слабонелинейная плоская волна неустойчива к продольной 

модуляции [ 1 О]. 
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Результаты расчетов 

Выполним расчет средних течений, индуцированных захваченной топо­

графической волной, на полигоне измерений в Норвежском море. 

Автономные цифровые измерители скорости течений, температуры, 

электропроводности, глубины погружения (АЦИТТ) располагались на рас­

стоянии 1,5 - 3 м от дна, дискретность измерений составляла 2 ч. Измерения 
проводились двумя приборами АЦИТТ, которые входили в состав ДАС (дон­

ная автономная станция). Каждая пара приборов устанавливалась на метал­

лической крестовине на расстоянии 2,2 м друг от друга, станция поддержива­
лась в вертикальном положении глубоководным буем. Расстояние от центра 

блока датчиков прибора до дна составляло на ДАС-1 2,5 м, на ДАС-2 - 3 м. 
Станции удерживались на дне якорями, снабженными акустическими размы­

кателями. Уклон дна на полигоне измерений 3°, глубина 1700 м, направление 
изобат по отношению к зональному составляло 60°. Анализ данных измери­
телей скорости течения показал значительную временную изменчивость, ве­

личины скоростей достигали 1 О - 30 см/с (рис. 1 ). Период низкочастотных 
колебаний компонент скорости течения составлял 5 - 7 сут, длина временно­
го ряда 180 сут. На фоне низкочастотных колебаний прослеживались колеба­
ния с периодами 14 - 40 ч (рис. 2), которые соответствуют периодам захва­
ченных топографических волн. Графики на рис. 2 получены вычитанием из 
исходной реализации соответственно осредненных за 52 ч зональной и мери­
диональной компонент скорости течения. 

5000 
t, ч 

4000 

3000 

2000 

1000 

о 

-о.з - 0.2 о u, мlс 

а 

5000 
1, ч 

4000 

3000 

2000 

1000 

о L.,_ __ _J_ ___ ...,,,=--...l--__J 

-0.4 - 0.2 о 

б 

0.2 v, мlс 

Рис. 1. Исходная реализация зональной (а) и меридиональной (6) компоне!-fГ скорости течения 
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4100 

4000 c__ _ _.__ __ c__ _ __,_ __ .....J-_ __, 

-О.06 -О.04 -0.02 u,мlc 

а 6 

Рис. 2. Временной ход высокочастотных колебаний зональной (а) и меридиональной (6) ком­
понент скорости течения 

Амплитуды колебаний скорости на рис. 2 достаточно велики (4 - 8 см/с), 
средний период колебаний -28 ч. Столь большие измеренные амплитуды 

волновых скоростей у дна соответствуют захваченным топографическим 

волнам. Теоретически делается оценка пространственных масштабов этих 

волн и определяется вертикальное распределение амплитуды колебаний. 

Средний профиль частоты Брента - Вяйсяля показан на рис. 3. 

0.5 N, ц,,~кл,ч 

Р и с. 3. Вертикальный профиль средней частоты 
Брента - Вяйсяля 

На рис. 4 изображены спек­
тры двух компонент скорости 

течения. Для выделения высоко­

частотной составляющей в пока­

заниях измерителей скорости 

течения из исходной реализации 

вычитались соответственно ос­

редненные за 52 ч зональная и 
меридиональная компоненты 

скорости течения. Спектры двух 

компонент высокочастотной со­

ставляющей показаны на рис. 5. 
Следует выделить пик для обеих 

составляющих скорости течения 

на частоте, соответствующей 

28-часовым колебаниям. 
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Рис. 4. Спектры зональной (а) и меридиональной (6) компонент скорости течения 

Краевая задача (4)- задача по определению функции Uj0 и величины k 2 . 

Нетривиальные решения (4) находим численно по неявной схеме Адамса 
третьего порядка точности. Величину квадрата горизонтального волнового 

вектора определяем методом пристрелки, требуя выполнимости граничных 

условий. В результате находим функцию Uj0 захваченной наклонным дном 

моды топографических волн при фиксированной частоте волны со < f . По 

измеренной амплитуде горизонтальной скорости у дна производим норми­

ровку решения u{0 , средняя амплитуда 28-часовых захваченных топографи­
ческих волн составляет 9 см/с (рис. 2). График амплитуды вертикальной ско­
рости w(z) показан на рис. 6, а. 

Горизонтальное волновое число k для 28-часовой волны равно 

-1,945 -10-4 м- 1 . Захваченная топографическая волна распространяется, ос­
тавляя более мелкую воду справа. Амплитуда горизонтальной скорости и, 

направленной вдоль изобат, выражается через амплитуду вертикальной ско­

рости w: 

i dw 
и=--. 

k dx3 
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Амплитуда горизонтальной скорости v, направленной поперек изобат, 
также выражается через амплитуду вертикальной скорости w: 

f dw 
v=---. 

kwdx3 

Графики амплитуд и, v показаны на рис.6, 6, в. 
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Рис. 5. Высокочастотная часть спектра зональной (а) и меридиональной (б) компонент скоро­
сти течения 
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Р и с. 6. Профили амплитуд вертикальной 
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от волнового числа 
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Р и с. 8. Вертикальный профиль горизон­
тального индуцированного течения (а) и 

неосциллирующей поправки к nлотно<.-ги (6) 

Краевые задачи (7), (8) по оп­
ределению вертикальной структуры 

поправок второго приближения 

Ol/ ( ) Ol/ ( ) и31 х3 , и32 х3 решались числен-

но по неявной схеме Адамса 

третьего порядка. Делался расчет 

зависимости коэффициента нели­

нейного самовоздействия 7; от 

волнового числа k (рис. 7). Этот 
коэффициент отрицателен, следо­

вательно, захваченные топографи­
ческие волны в рассматриваемом 

диапазоне ма~штабов модуляцион­

но неустойчивы. 

На рис. 8 показаны индуциро­
ванные 28-часовой захваченной 

топографической волной скорость 
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среднего течения и1 и неосциллирующая поправка к плотности j5 при стра­
тификации, изображенной на рис.3. 

Выводы 

1. Экспериментальные исследования в Норвежском море выявили значи­
тельную динамическую активность в придонном слое. Величины скоростей 

течений могут достигать 20 - 30 см/с на расстоянии 2 - 3 м от дна. Преобла­
дающий период колебаний превышает инерционный, что послужило основа­

нием связывать их с прохождением захваченных топографических волн. 

2. Кинетическая энергия захваченных топографических волн сконцен­
трирована в придонном слое. Амплитуды волновых скоростей убывают с 

удалением от дна. 

3. В связи с высокой динамической активностью у дна рассмотренные 
волны играют важную роль во взвешивании и переносе донного осадочного 

материала. 

4. Захваченные топографические волны генерируют средние неосцилли­
рующие на масштабе волны поправки к вертикальному распределению сред­

ней плотности и скорости течения, пропорциональные квадрату текущей ам­

плитуды волны. Индуцированное волной среднее течение распространяется 

вдоль направления волны (вдоль изобат). 

5. Огибающая захваченных топографических волн удовлетворяет нели­
нейному уравнению Шредингера. Коэффициент 'fi в этом уравнении отрица­

телен, поэтому захваченные топографические волны модуляционно неустой­

чивы. 

Авторы благодарны А.М. Чухареву и И.С. Баrимову за помощь в интер­

претации и обработке экспериментального материала. 

Приложение 

Уравнение для и]11 в третьем порядке малости по с после подстановки 
(3 ) в (2) имеет вид: 
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(П.1) 

Решение уравнения (П.1) будем искать в виде суммы разложения по сте­

пеням em и неосциллирующего слагаемого и3 (q,,, х3 ) : 

111 1/l(J: ) i0 lll(J: ) 2i0 f!l(J: ) 3i0 k ~ (J: ) U3 =Uз1 ':,,Т,Х3 е +И32 ':,,Т,Х3 С +И33 ':,,Т,Х3 е + .с.+и3 ':,,Т,Х3 . (П.2) 

Подставляя (П.2) в (П.1) и приравнивая члены при е'0 , получим уравне-
111 

ниедля и31 : 

где 

-11 

S k 2[ . ( •fk. 01! Ollk- •! И1 k" l 
3 = - OJl и 10 lU 32 - и 12 lU 30 + 1 А 21 lU 30 

d 011 
•I И 32 

+Изо--+ 
dx 3 

1 -11 -11 d I d •1 
Изо диз Из Изо оп Изо)] k2[ •12kz·p 11 _ +-----+ -----+ И32 -- - И10 20 

1л21 дхз 1л21 dхз dхз 
•I -11 d / d 11 

k 011 •I. -п ki 1 011 dP10 .!2._--1?.!о__ + и• 1 _Е1о._ + 
- и 12 Р10 l + И~ _1 _2_1 Р10 + И32 --+ 1 21 d 30 d 

А dx 3 А х 3 Хз 
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i а--11 d d •1 
изо Р ] g [ fk . . о 11 k • 1 2 • 1 k. о 11 

+ -, -,-,-- --=:--- + --- . l (-lИ12 И 20 + И10 IU 22 
л- дхз Ро dхз 

О 11 И 20 + И32 ----+ 
dx 3 

-11 d I d 011 
И 3 И )0 • 1 И 22 1 + -- ----- + и --- + и 
1 А 21 dx з зо dx з зо 

d -[J 

И2 011 k' •1 

1 '1 ) + wk(-И12 IИ10 + 
л- dx 3 

-11 d 1 d ,1 
И3 И10 0ll И10 •1 

+ -i-2-, -- + и 32 -- + и 30 
А dx 3 dx 3 

(П.5) 

Однородная краевая задача, соответствующая (П.3), имеет нетривиальное 

решение, когда w, k удовлетворяют дисперсионному соотношению. Краевая 

задача (П.3) разрешима, если правая часть уравнения ортогональна решению 

краевой задачи (4) [13]. 
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ABSTRACT Trapped topographical waves above the sloping bottom at real stratification are studied 

in the Boussinesque approximation. Mean currents induced Ьу а wave due to non-linearity, and non­

oscillating correction for the mean density are defined. Shredinger non-linear equation tor the enve­

lope is obtained. Based on the data of the experiment in the Norwegian Sea, the periods and ampli­

tudes of the trapped topographical waves are estimated. Spatial distribution of the speed amplitudes 

and the mean current induced Ьу а wave due to non-linearity is investigated. lt is shown that modula­

tion ofthe trapped topographical waves is unstaЬ\e. 
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