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Цель. Развитие модели общей циркуляции океана за счет усовершенствования описания про-

цессов вертикального турбулентного обмена теплом, солью и импульсом, которые существен-

но влияют на качество воспроизведения циркуляции и термохалинной структуры океана при 

использовании моделей, основанных на системе примитивных уравнений гидротермодинами-

ки океана, – основная цель работы. 

Методы и результаты. Основным инструментом настоящих исследований является сигма-

модель циркуляции океанов и морей, разработанная в Институте вычислительной математики 

им. Г. И. Марчука РАН. Система уравнений в приближениях несжимаемости, гидростатики 

и Буссинеска дополняется ωk   и εk   параметризациями вертикального турбулентного об-

мена, уравнения которых решаются методом расщепления по физическим процессам. Уравне-

ния расщепляются на этапы, описывающие перенос – диффузию попарных функций ωk   

и εk   и их генерацию – диссипацию. На этапе генерации – диссипации уравнения для турбу-

лентных характеристик решаются аналитически. При этом используются функции устойчиво-

сти, полученные на основе спектрального алгоритма. Для оценки качества двух параметризаций 

вертикального турбулентного обмена проводятся численные расчеты циркуляции Северной Ат-

лантики – Северного Ледовитого океана и исследуются характеристики верхнего слоя океана. 

Выводы. Показано, что структура крупномасштабных полей Северной Атлантики – Северного 

Ледовитого океана чувствительна к выбору моделей вертикальной турбулентности. В частно-

сти, при использовании параметризации εk   скорость вовлечения вод сезонного пикноклина 

в зону развитой турбулентности заметно выше, чем при ωk   параметризации. 
 

Ключевые слова: циркуляция океана, к-омега параметризация, к-эпсилон параметризация, 

метод расщепления, вертикальный турбулентный обмен, Северная Атлантика.  
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Purpose. The main goal of the work is to advance the ocean general circulation model by improving 

description of the processes of vertical turbulent exchange of heat, salt and momentum which signifi-

cantly affect quality of reproducing the ocean circulation and thermohaline structure using the models 

based on a system of the ocean hydrothermodynamics primitive equations. 

Methods and Results. The main instrument of the research is the sigma model of the oceanic and ma-

rine circulation developed at the Marchuk Institute of Numerical Mathematics, RAS. In the incom-

pressibility, hydrostatics and Boussinesq approximations, the system of equations is supplemented 

with the ωk   and εk   parameterizations of the vertical turbulent exchange, the equations for 

which are solved by the splitting method applied to the physical processes. The equations are split 

into the stages describing transport-diffusion of the turbulence characteristics and their generation-

dissipation. At the generation-dissipation stage, the equations for turbulent characteristics are solved 

analytically. At that, the stability functions resulted from application of the spectral algorithm are 

used. To assess quality of two parameterizations of the vertical turbulent exchange, the North Atlantic–

Arctic Ocean circulation is numerically simulated and the upper ocean layer characteristics are studied. 

Conclusions. It is shown that the structure of the North Atlantic–Arctic Ocean large-scale fields is 

sensitive to choice of the vertical turbulence models. In particular, application of the εk   parameter-

ization is accompanied by a noticeably higher rate of involvement of the seasonal pycnocline waters 

in the developed turbulence zone than that resulting from application of the ωk   parameterization. 
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Введение 

Модели общей циркуляции океана (МОЦО) основываются, как правило, 

на системах примитивных уравнений [1–4]. Можно выделить несколько ос-

новных отличий МОЦО от моделей классической гидродинамики, а именно: 

наличие вращения (ускорение Кориолиса); упрощение третьего уравнения 

движения до гидростатического соотношения; «искусственное» перемешива-

ние по вертикали до достижения устойчивой стратификации; свободная 

верхняя поверхность – уровень моря и упрощение кинематического гранич-

ного условия; сложная береговая граница, наличие островов, переменный 

рельеф дна. Модели динамики морей и океанов описываются сложными не-

классическими системами, включающими эволюционные и диагностические 

уравнения, и требуют разработки специальных численных алгоритмов [1, 2, 
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5–8]. К особенностям задач динамики морей и океанов следует отнести ма-

лый горизонтальный масштаб моделируемых явлений и малое количество 

данных наблюдений.  

Практические расчеты показывают, что повышение пространственного 

разрешения и учет данных наблюдений являются кардинальными факторами 

улучшения моделирования [8–10]. Важным ресурсом повышения адекватно-

сти МОЦО является наличие параметризаций подсеточных процессов [11–

14]. Модели должны постоянно обогащаться физически обоснованными па-

раметризациями, поскольку явно описать океанскую динамику в ближайшее 

время вряд ли возможно. Особенно это касается мезо- и субмезомасштабной 

изменчивости, динамики прибрежных зон и акваторий в высоких широтах, 

где радиус Россби около 1–5 км. Параметризация подсеточных процессов 

остается одной из важнейших задач моделирования и прогноза гидрофизиче-

ских и метеорологических полей [14–24]. 

Особенностью модели общей циркуляции океана Института вычисли-

тельной математики (ИВМ) РАН является запись ее уравнений в эволюцион-

ной форме и алгоритм решения, основанный на методе расщепления по фи-

зическим процессам [1, 2]. Развитие модели – ее физическое обогащение, 

включение нового фактора или параметризации также проводится в рамках 

метода расщепления. Новая модельная подсистема задается в эволюционной 

форме, а ее оператор представляется в виде суммы подоператоров более про-

стой структуры [11, 12]. Этому условию удовлетворяют ωk   и εk   модели 

вертикальной турбулентности.  

Параметризация вертикального турбулентного обмена импульсом, теп-

лом и солью является важным фактором физического развития модели. Про-

странственно-временные масштабы вертикального турбулентного обмена 

значительно меньше масштабов крупномасштабной циркуляции. Они состав-

ляют примерно 1–10 км по горизонтали, 1–10 м по вертикали и от секунд до 

нескольких часов по времени. Для примитивных моделей это подсеточный 

процесс, подлежащий параметризации.  

Часто турбулентное перемешивание описывают в МОЦО оператором 

второго порядка с коэффициентами турбулентного обмена импульсом 
u , 

теплом 
T  и солью 

S  [11–15]. Для определения коэффициентов обмена ис-

пользуются модели, основанные на двух уравнениях [17]. Первое уравнение 

записывается для кинетической энергии турбулентности (КЭТ) k, второе – 

либо для масштаба турбулентности l (k – kl модель), либо для скорости 

удельной диссипации КЭТ ε (k – ε модель), либо для частоты ω (k – ω мо-

дель). Характеристики l, ε, ω связаны алгебраическими соотношениями. Эти 

модели описывают развитую турбулентность и разделяют слои с развитой и 

слаборазвитой перемежающейся турбулентностью. Перемешивание в слоях 

слаборазвитой турбулентности осуществляется за счет двойной диффузии, 

разрушения внутренних и приливных волн и других эффектов [18, 19].  

Мы развиваем эффективный алгоритм решения k – ω и k – ε уравнений 

турбулентности. Как и уравнения МОЦО, уравнения турбулентности реша-

ются с помощью метода расщепления по физическим процессам. Уравнения 

расщепляются на два основных этапа: переноса – диффузии и генерации – 



 

МОРCКОЙ ГИДРОФИЗИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ   том 35   № 6   2019 520 

диссипации соответствующих функций. Причем на втором этапе расщепления 

уравнения турбулентности решаются аналитически. В работе описываются 

результаты использования данных параметризаций при моделировании круп-

номасштабных полей Северной Атлантики и Северного Ледовитого океана.  

 

Модель общей циркуляции океана 

МОЦО ИВМ РАН формулируется в сигма-системе координат со свобод-

ной поверхностью σ ( ζ) / ( ζ)Z H   , где ,ζ,Z H  – геопотенциальная верти-

кальная координата, высота уровня и глубина океана [11, 12, 25, 26]. Модель 

основана на примитивных уравнениях, записанных в биполярной ортого-

нальной системе координат на сфере. Полюсы расположены на географиче-

ском экваторе в точках 120° з. д. и 60° в. д. [24]. Прогностическими перемен-

ными модели являются горизонтальные скорости течений, уровень океана, 

потенциальная температура и соленость. Морской лед рассчитывается со-

гласно [27].  

Система уравнений МОЦО расщепляется на две основные подсистемы: 

перенос – диффузия субстанций и адаптация полей течений и плотности. 

Уравнения аппроксимируются конечными разностями на сетке «C». Более 

подробное описание модели приводится в [12, 25]. В расчетах МОЦО шаг по 

времени ocm  равняется 1 ч. Процессы вертикальной турбулентности описы-

ваются в рамках «диффузионного» подхода, коэффициенты обмена рассчи-

тываются с помощью k – ε или k – ω модели.  

 

Уравнения турбулентного обмена 

Модель k – ε описывается системой двух уравнений для кинетической 

энергии турбулентности k и скорости ее удельной диссипации ε [17, 19]. Урав-

нения k – ε модели в σ -системе координат (σ направлена вниз) имеют вид [17]: 
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где G, N – частоты сдвига скорости и плавучести, рассчитываемые в МОЦО:  
2 2

2 1 1
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u v
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H H
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ρ σ
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N
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;   – оператор горизонтальной диффу-

зии; u  – коэффициент вертикальной турбулентной вязкости, ρ  – коэффици-

ент вертикального турбулентного обмена потенциальной плотностью. В слоях 

развитой турбулентности, где k > kmin = 0,03 cм2/с2, для коэффициентов диффу-

зии температуры и солености полагается ρT   и TS   [28]. Безразмерные 

турбулентные числа Шмидта для КЭТ и диссипации: 
ε

ε1, σ 1,3σk   . Остальные 
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параметры равны: 

2

ε ε ε

1 2 1 2

0, 4, 0,

1, 0, 0.
1,44, 1,92,

N

N
c c c

 




   


 Здесь и далее 

предполагается, что k ≠ 0, ε ≠ 0, ω ≠ 0. 

Решение уравнений турбулентности зависит от частот плавучести и сдви-

га скорости, рассчитываемых в МОЦО. В свою очередь, от характеристик 

турбулентности зависят коэффициенты вертикального турбулентного обмена, 

использующиеся в МОЦО. Коэффициенты вертикальной турбулентной вяз-

кости u  и диффузии T  в МОЦО вычисляются с помощью соотношений 

подобия. Для k – ε модели имеем:  
 

   
2 23 3

ρ0 0, .
ε ε

u
u s s s sT

k k
c cc c                                 (2) 

 

Здесь 
ρ,u T

s s sc c c  – безразмерные функции устойчивости для вектора и скаля-

ра; 0 0,5544sc   – величина функций устойчивости при нейтральной страти-

фикации. В слоях слабой турбулентности используются фоновые значения 

1, 0,05u s T      cм2/с. 

Уравнения ωk   модели имеют вид [17]: 
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           (3) 

 

Безразмерные турбулентные числа Шмидта для КЭТ и диссипации: 
ω

σ σ2, 2k   . Остальные параметры, согласно [17], равны: 

ω

1 0,555,c 
2

ω ω

2 3 2

0,6, 0
0,833,

1, 0

N
c c

N

 
  


. 

При вычислении коэффициентов вертикальной турбулентной вязкости 

u  и диффузии T  используются соотношения 
 

ρ

0 0
,

ω ω

u
s s

u T

s s

c ck k

c c
  ,                                           (4) 

 

где 0 0,5562sc  . Как и в εk   модели, в слоях слабой турбулентности исполь-

зуются фоновые значения 1u  , 0,05T S    cм2/с.  

 

Расщепление уравнений турбулентного обмена 

Системы уравнений (1) и (3) решаются с помощью метода расщепления 

по физическим процессам. Процедуру решения уравнений расщепим на два 

этапа, описывающих процессы переноса – диффузии и генерации – диссипа-

ции. На каждом этапе по времени 
1j jt t t    решаются более простые рас-
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щепленные подсистемы, полученное на текущем этапе решение используется 

в качестве начального условия на последующем этапе. 

Процессы переноса – диффузии и генерации – диссипации имеют разные 

характерные времена. Перенос – диффузия – это медленная трехмерная эво-

люция полей k, ε, ω, аналогичная эволюции фоновых полей МОЦО. Генера-

ция – диссипация – это быстрый локальный по пространству процесс, описы-

вающий динамику турбулентных возмущений.  

На этапе трехмерного переноса – диффузии, записывая уравнение для 

КЭТ одной строкой, имеем: 
 

2 ε,ω
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σ σ

u

k

dk k
k

dt H





 
 

 
, 

 

2

ε

ε 1 ε
ε

σ σ σ

ud

dt H

 
 

 
,                                          (5) 
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На верхней границе океана, при σ = 0, поставим условия: 
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где *

su  – скорость трения в воде у поверхности океана; gc – безразмерный па-

раметр, зависящий от ветра и волн (параметр ветровой генерации): 10gc   [21] 

или 40gc   [22]; 0 0

ε ω,Q Q  – потоки скорости удельной диссипации и частоты 

диссипации на поверхности. Один из способов задания «потока диссипации» 

приведен на с. 22, 23 в [28]. В наших экспериментах полагалось 
0

ω 0Q  . На 

дне океана, при σ 1 , потоки k, ε, ω по нормали равны нулю.  

На этапе генерации – диссипации, подставляя (2) в (1) и (4) в (3), имеем:  
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Здесь использованы соотношения /
ST u Pr


     , / T

s

u
sPr c c , Pr  – 

число Прандтля. Видно, что, в отличие от εk  , система ωk   уравнений (6) 

имеет более простой вид – уравнение для ω не зависит от k. Поскольку в схе-

ме расщепления все коэффициенты (7) – (10) берутся с предыдущего шага, 

легко выписать аналитическое решение (10).  

Аналитическое решение ωk   модели на этапе генерации – диссипации 

приведено в [15, 23, 24]. В этих работах отмечено, что важными факторами 

повышения адекватности моделирования крупномасштабной циркуляции 

океана является подбор параметров и использование в расчетах данных 

наблюдений. Показана также возможность повышения адекватности МОЦО 

с помощью учета в А и В данных наблюдений о среднегодовой климатиче-

ской частоте плавучести. С этой точки зрения алгоритм является достаточно 

гибким. Во-первых, он позволяет варьировать А и В, изменяя функции устой-

чивости или число Прандтля, сохраняя простоту и устойчивость вычислений; 

во-вторых, – решать уравнения турбулентности с большим шагом по време-

ни, равным шагу МОЦО. Так, в численных экспериментах для МОЦО шаг по 

времени ocm  равняется 1 ч. На этапе переноса – диффузии уравнения ωk   

модели также решаются с шагом по времени 1 ч. На этапе генерации – дис-

сипации ωk   уравнения решаются с шагом T , который менялся в пределах 

1мин 1ч
T
  . 

 

Аналитическое решение εk   модели на этапе генерации – диссипации 

Преобразуем уравнения εk   модели на этапе генерации – диссипации 

к виду, аналогичному ωk   модели. Для этого введем вспомогательную 

функцию 

 
3

0ω ε / / / u

s sk c c .                                                 (11) 

 

Уравнения (7), (8) с учетом предположения о том, что 0k  , ε 0 , запи-

шутся следующим образом: 
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Вычитая (12) из (13), получим уравнения для k и ω,  причем уравнение для 

ω  не зависит от k:  
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Аналитическое решение (14), (15) имеет вид: 
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0 0 0ω ε / /k D , 
 

где 
0ω  и 

0k  – значения в начальный момент времени на этапе генерации – 

диссипации. В терминах k, ε получим:  
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Функции устойчивости на основе спектрального алгоритма 

Обычно вид функций устойчивости (при осреднении уравнений геофизи-

ческой гидродинамики по Рейнольдсу) не учитывает масштабные различия, 

смешивая их [17, 28, 29]. Вообще говоря, используемые в МОЦО модели 

турбулентности должны учитывать влияние разномасштабных процессов. Их 

учет можно ввести с помощью спектрального алгоритма [16, 30]. В спек-

тральном алгоритме нелинейные уравнения циркуляции океана заменяются 

линейными спектральными уравнениями со случайным внешним воздействи-

ем, известными как уравнения Ланжевена. Последние после ряда преобразо-

ваний приводятся к двум дифференциальным уравнениям, которые опреде-

ляют новые функции устойчивости, зависящие только от числа Ричардсона 
2 2Ri /N G  [16, 30]: 
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Следует отметить, что спектральный алгоритм не поддерживает широко 

распространенное представление о полном затухании турбулентности при 

сильно устойчивой стратификации. В этом случае первая из функций устой-

чивости (19) дает значение 0,22, а вторая асимптотически стремится к нулю 

при больших Ri.  

Численные эксперименты и результаты расчетов 

Основная цель численных экспериментов – оценить влияние двух пара-

метризаций турбулентности k – ε и k – ω на структуру моделируемых гидро-

физических полей. Расчеты проводятся с помощью МОЦО ИВМ РАН 

с встроенными k – ε или k – ω подсистемами и с новыми функциями устойчи-

вости (19).  

Постановка численных экспериментов. Расчеты проводятся для аква-

тории, включающей Атлантический океан к северу от 30° ю. ш., Северный 

Ледовитый океан и Берингово море. Расчеты проводятся с 1 января 1976 г. до 

31 декабря 1977 г. Расчетная область имеет открытые границы, расположен-

ные на 30° ю. ш. и в проливах Алеутских о-вов. Область включает Средизем-

ное, Черное и Балтийское моря. Шаг сетки по широте и долготе равен 0,25°. 

По вертикали задаются 40 сигма-уровней со сгущением к поверхности океа-

на. Рельеф дна океана сглажен в соответствии с горизонтальным разрешени-

ем модели так, чтобы отсутствовали резкие градиенты дна. Модельная глу-

бина ограничена минимальной величиной 10 м.  

Граничные условия на поверхности океана рассчитываются с использо-

ванием атмосферных характеристик по данным CORE-II (Datasets for Com-

mon Ocean-ice Reference Experiments – Phase II) [31]. Потоки явного и скрыто-

го тепла, влаги и напряжение ветра рассчитываются с дискретностью 1 ч по 

данным CORE-II о температуре воздуха, влажности, компонентах скорости 

ветра и давлении на уровне моря с использованием модельной температуры 

воды. Потоки длинноволновой и коротковолновой радиации (с учетом ее 

проникающей способности) задаются с дискретностью 1 сут [31]. Интенсив-

ность атмосферных осадков и речного стока задается с дискретностью 1 мес.  

На твердых береговых границах ставятся условия непротекания и отсут-

ствия потоков тепла и соли. На жидких границах от поверхности до дна зада-

ются среднемесячные климатические значения температуры и солености. Сток 

основных рек косвенно учитывается в граничном условии для солености.  

В качестве начальных условий выбираются климатические январские по-

ля температуры и солености океана, отсутствие движения и морского льда 

[24]. В граничном условии (6) положено 
0

ω 0.Q   

Уравнения турбулентности на этапе генерации – диссипации решаются 

аналитически с шагом по времени τ 1ч,T   равным шагу МОЦО 
остτ .  

Результаты расчетов. Сравним результаты расчетов с данными наблю-

дений для океанской станции погоды (ОСП) «С» с координатами 52,75° с. ш., 

35,5° з. д., где зондирование верхнего слоя проводилось 8 раз в сутки*. 

 

* Сборник климатолого-статистических данных на океанской станции “С” (52º 45′ с. ш., 

35º 30′ з. д.) за период 1976–1980 гг. Раздел 1. Океанографические и гидрохимические наблю-

дения. Обнинск, 1984. 338 с.  
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На рис. 1 приведены профили температуры на начальной стадии разви-

тия свободной конвекции в сентябре – октябре 1977 г. Представлены как 

данные наблюдений на ОСП «С», так и средние по модельной ячейке, охва-

тывающей ОСП, расчеты по МОЦО с k – ε и k – ω параметризациями пере-

мешивания. Все профили построены по дискретным данным с помощью ку-

бической сплайн-интерполяции [32].  
 

 
a                                                                       b 

 

Р и с.  1. Средние за 1–10 сентября (а) и 1–10 октября (b) 1977 г. профили температуры. Зеле-

ная линия – данные наблюдений на ОСП «С»*; черная линия – k – ω модель; красная линия – 

k – ε модель 

F i g.  1. Temperature profiles average for September, 1–10 (а) and October, 1–10, (b) 1977. Green 

line – observational data from the oceanic weather station “C”*; black line – the k – ω model; red 

line – the k – ε model 

 

За рассматриваемый месяц наблюдаемая температура верхнего квазиод-

нородного слоя (ВКС) уменьшилась на 1,75°С. Расчеты показывают, что за-

глубление ВКС при использовании k – ε модели заметно больше по сравне-

нию как с данными наблюдений, так и с k – ω моделью. Температура ВКС 

лучше воспроизводится при использовании k – ω параметризации. 

Определим по максимуму кривизны среднесуточных вертикальных профилей 

температуры положение нижней границы ВКС океана h и свяжем ее с 
ew – скоро-

стью вовлечения вод термоклина в ВКС: /ew dh dt . Пользуясь этим соотноше-

нием, можно оценить скорость вовлечения вод термоклина в ВКС. Расчеты пока-

зывают, что в течение октября 1977 г. для k – ω модели и согласно данным наблю-

дений величина 0,5ew  м/сут, а для k – ε модели 0,8ew  м/сут.  

На рис. 2 показана толщина ВКС для 10 октября 1977 г. в Северной Ат-

лантике, Норвежском и Гренландском морях. Все качественные особенности 

распределения толщины ВКС в обоих случаях совпадают. Отметим, однако, 

что на большей части акватории k – ε параметризация (по сравнению с k – ω) 

приводит к большему перемешиванию. То есть в начальный период свобод-

ной конвекции толщина ВКС – важная характеристика вертикального пере-

мешивания – чувствительна к выбору параметризации. 

 
* См. сноску на с. 525. 
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a                                                                             b 

 

Р и с.  2. Толщина ВКС в модельных координатах для 10 октября 1977 г.: а – k – ω модель; b – 
k – ε модель. В ВКС потенциальная плотность воды отличается от плотности на поверхности 
океана менее чем на 0,15 кг/м3 

F i g.  2. UML thickness in the model coordinates on October 10, 1977: а – the k – ω model; b – the 
k – ε model. The water potential density in UML differs from the ocean surface one by less than 
0.15 kg/m3 

 
Выводы 

1. Описывается применение в модели общей циркуляции океана ИВМ 
РАН k – ε и k – ω параметризаций турбулентного перемешивания. При вы-
числении параметров моделей турбулентности используются функции устой-
чивости, полученные на основе спектрального алгоритма.  

2. Для численного решения уравнений турбулентности применяется метод 
расщепления по физическим процессам. Особенность метода состоит в точном 
решении расщепленных уравнений на этапе генерации – диссипации. Ранее этот 
прием применялся для k – ω модели [15, 23, 24], в данном случае выписывается 
и используется в расчетах аналитическое решение и для k – ε модели.  

3. Показано, что структура крупномасштабных полей Северной Атланти-
ки – Северного Ледовитого океана чувствительна к выбору моделей верти-
кальной турбулентности. Так, например, в k – ε модели скорость вовлечения 
вод сезонного пикноклина в зону развитой турбулентности заметно выше, 
чем при использовании k – ω модели. 
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