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Цель. Цель работы – апробация применения биспектрального вейвлет-анализа как инструмента 
для изучения резонансных взаимодействий между частотными составляющими спектра внут-
реннего волнения (на примере модельных сигналов, подобных по форме солитонам и борам, 
а также данных натурных наблюдений за колебаниями температуры, вызванными внутренним 
волнением в Горле Белого моря). 
Методы и результаты. В работе представлена методика обнаружения трехволновых взаимо-
действий в спектре внутреннего волнения. В основу метода положен биспектральный вейвлет-
анализ. Он позволяет идентифицировать межгармоническую корреляцию и квадратичную связь 
по фазе, возникающую вследствие нелинейных взаимодействий между частотными компонен-
тами сигнала. В первой части работы эффективность используемого метода оценивалась на при-
мере различных искусственных сигналов с квадратичной нелинейностью для демонстрации осо-
бенностей и достоинств метода. Во второй части работы метод был применен с целью проана-
лизировать полученные по данным зондирования термохалинной структуры профили темпера-
туры, в которых зафиксированы колебания, связанные с прохождением групп внутренних волн. 
Показано, что вследствие квадратичной нелинейности генерируются волны с периодом 40 мин. 
Значения функции автобикогерентности подтверждают, что высшие гармоники в диапазоне 60–
120 мин образуются в результате трехволновых взаимодействий. Гармоники изменяются син-
хронно во времени, а их амплитуды пропорциональны, что характерно для начальной стадии 
нелинейной трансформации волн. Отсутствие периодического изменения знака бифазы в рас-
сматриваемом диапазоне указывает на незначительное влияние дисперсионных эффектов на 
структуру короткопериодных внутренних волн. 
Выводы. На примере наблюдений в Горле Белого моря показано, что зарегистрированная асси-
метричная структура колебаний изотерм формировалась под влиянием трехволнового взаимо-
действия. Обсуждается возможность дальнейшего применения метода для исследования про-
цессов нелинейной трансформации и обрушения внутренних волн. 
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Purpose. The aim of the work is to test the bispectral wavelet analysis being applied as a tool for stud-
ying resonance interactions between the frequency components in the spectrum of internal waves (based 
on the example both of the model signals, the shape of which is similar to that of the solitons and boras, 
and the field observations data on temperature fluctuations resulted from the internal waves in the Gorlo 
Strait of the White Sea). 
Methods and Results. The paper represents a technique for detecting three-wave interactions in the 
internal waves’ spectrum. The method is based on the bispectral wavelet analysis. It permits to identify 
the interharmonic correlation and the magnitude of the quadratic phase relationship arising as a result 
of nonlinear interactions between the signal frequency components. In the first part of the paper, effi-
ciency of the applied method was evaluated using the example of various artificial signals with quad-
ratic nonlinearity in order to demonstrate the method features and advantages. In the second part, the 
method was used to analyze the temperature profiles obtained by scanning thermohaline sounding, in 
which the oscillations related to passing of the internal wave groups were recorded. It is shown that the 
waves with the 40 min period are generated due to quadratic nonlinearity. The auto-bicoherence func-
tion values confirm the fact that the higher harmonics are formed in the 60–120 min range as a result 
of the three-wave interactions. They change synchronously in time, and their amplitudes are propor-
tional, that is typical of the initial stage of the waves’ nonlinear transformation. Absence of a periodic 
change in the biphase sign in the considered range indicates insignificant influence of the dispersion 
effects upon the short-period internal waves’ structure. 
Conclusions. The example of observations in the Gorlo Strait of the White Sea shows that the recorded 
asymmetric structure of the isotherm oscillations was formed being influenced by the three-wave inter-
action. Possibility of further application of the method for studying the processes of the internal waves’ 
nonlinear transformation and breaking is discussed. 

Keywords: temperature fluctuations, internal waves, nonlinearity, auto-bicoherence, phase coupling, 
asymmetry, three-wave interaction 
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Введение 
Для анализа стационарных сигналов, как правило, достаточно методов 

классического спектрального анализа, таких как быстрое преобразование 
Фурье или кросс-спектральный анализ, при этом допускается предположение, 
что переменная распределена по закону Гаусса [1–3]. Оценка плотности мощ-
ности, получаемая с помощью спектральных методов, полезна при определе-
нии вклада каждой спектральной компоненты в общий спектр сигнала вре-
менно́го ряда. Однако традиционный анализ на основе спектров 2-го порядка, 
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полученных с помощью классического преобразования Фурье, неприменим 
для нестационарных сигналов с временны́ми масштабами, значительно мень-
шими длины реализации исследуемого сигнала. При этом локальные измене-
ния почти не вносят вклада в результирующий спектр. Например, сигналы, со-
ответствующие нелинейным внутренним волнам (ВВ), таким как солитоны 
и боры, имеют асимметричную и пилообразную форму. Соответственно, по-
добные колебания описываются статистиками случайного процесса, отлич-
ными от гауссовских 1. Наиболее очевидным методом изучения спектральных 
свойств таких процессов является вейвлет-анализ. Например, при использова-
нии комплексных функций непрерывное вейвлет-преобразование позволяет 
изучать динамику таких характеристик, как мгновенные частоты, мгновенные 
амплитуды и мгновенные фазы ритмических процессов, идентифицируемых 
в структуре анализируемого сигнала.  

Для анализа нелинейных ВВ можно использовать более сложные стати-
стические характеристики сигналов, такие как спектры высших порядков (по-
лиспектры) [4], получаемые с помощью преобразований Фурье кумулянтных 
функций 2. При этом спектральные характеристики нечетных порядков, напри-
мер спектр 3-го порядка (биспектр), являющийся преобразованием Фурье от 
кумулянтной функции 3-го порядка, могут быть полезными для уточнения па-
раметров асимметрии исследуемого сигнала [5]. При изучении симметричных 
нелинейностей более мощным инструментом является спектр 4-го порядка 
(триспектр), так как он представляет собой разложение эксцесса по частоте [6]. 
Спектральный анализ на базе спектров высших порядков дает возможность ко-
личественно оценить нелинейности, охарактеризовать их типы и обнаружить 
взаимодействующие гармоники в пределах временно́го ряда, что особенно ак-
туально для исследования характеристик реального внутреннего волнения. 

Целесообразность использования полиспектров обоснована возможно-
стью извлечь важную информацию о когерентных связях пар спектральных 
компонент в наблюдаемом процессе, которая теряется при оценке энергетиче-
ского спектра.  

Биспектральный вейвлет-анализ позволяет не только идентифицировать 
межгармоническую корреляцию, но и исследовать временну́ю динамику фазо-
вой связи между теми или иными компонентами в сложных нестационарных 
сигналах. Нормализованный биспектр (бикогерентность) характеризует фазо-
вые соотношения (фазовую связь) между различными частотными составляю-
щими сигнала [7]. Биспектр процесса с несимметричным законом распределе-
ния не равен нулю. Это позволяет использовать биспектральный анализ в ка-
честве чувствительного индикатора нелинейных процессов. 

Когда в сигнале присутствуют две гармоники с частотами 𝑓𝑓1 и 𝑓𝑓2 одновре-
менно с их суммой 𝑓𝑓3, а сумма фаз этих гармоник остается постоянной, можно 
говорить о фазовой связи. Такой набор частотных компонент называется 

1 Малахов А. Н. Кумулянтный анализ негауссовых случайных процессов и их преобразова-
ний. М. : Сов. Радио, 1978. 376 с. 

2 Малахов А. Н. Кумулянтный анализ негауссовых случайных процессов и их преобразова-
ний ; Бочков Г. Н., Горохов К. В. Полиспектральный анализ и синтез сигналов. Н. Новгород : 
НГУ им. Н. И. Лобачевского, 2007. 113 с. 
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биспектрально организованным триплетом. Соответственно, функция бикоге-
рентности будет близка к единице, когда сигнал содержит частоты, удовлетво-
ряющие соотношению 

𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 = 𝑓𝑓3.  (1) 

Если соотношение (1) не выполняется, функция бикогерентности стре-
мится к нулю [7, 8].  

Применение биспектрального и триспектрального анализа (особенно на 
базе вейвлет-анализа) в гидрометеорологии существенно ограничено, в то 
время как спектральный анализ 2-го порядка с использованием частотно-вре-
менного или двухчастотного спектра довольно часто применяется для гидро-
метеорологических данных [9]. Применение бикогерентного вейвлет-анализа 
с целью обнаружения фазовых связей в структуре ветро-волнового взаимодей-
ствия рассматривается в работе [10]. Однако в исследовании не осуществля-
лась проверка на статистическую значимость. В работе Д. Шульте [11] после-
довательно и тщательно рассмотрены вопросы идентификации нелинейных 
взаимодействий в искусственно сгенерированном сигнале и квазидвухлетнем 
колебании зонального ветра в экваториальной стратосфере. В этой работе 
были также рассчитаны спектры локальной автобикогерентности и бифазы 
с оценками доверительных интервалов и уровней значимости. Нелинейные из-
менения в климатических процессах происходили многократно и оказали се-
рьезное воздействие на экологические и экономические системы [12]. Однако 
подобный анализ не применялся ранее для исследования короткопериодных 
внутренних волн (КВВ). 

Цель данной работы – апробация применения автобикогерентного 
вейвлет-анализа как инструмента для изучения нелинейных резонансных вза-
имодействий между частотными составляющими в спектре внутреннего вол-
нения и идентификации фазовой связи между гармониками.  

Эффективность используемого в работе метода на первом этапе оценива-
лась на данных модельного сигнала в среде с квадратичной нелинейностью, 
чтобы детально изучить свойства автобикогерентного вейвлет-преобразования 
и уточнить методику его применения к анализу нестационарных сигналов (см. 
также работы [11, 13]), а на втором этапе – на полученных в Горле Белого моря 
в августе 2012 г. результатах экспериментальных наблюдений за колебаниями 
изотерм вблизи пикноклина.  

Метод исследования 
Подробно с используемым в настоящей работе методом и его фундамен-

тальными основами можно ознакомиться в работах [7, 8, 11, 13], здесь приве-
дем только ключевые понятия и важные иллюстрации. 

По аналогии с фурье-биспектром вейвлетный взаимный автобиспектр 
имеет вид [8, 10, 11] 

𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) = ∫𝑇𝑇𝑊𝑊𝑥𝑥
∗(𝑠𝑠, 𝑡𝑡)𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑠𝑠1, 𝑡𝑡)𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑠𝑠2, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑, 

где 
1
𝑠𝑠1

+
1
𝑠𝑠2

=
1
𝑠𝑠

;   (2) 
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𝑇𝑇 – временной интервал; 𝑠𝑠 – временной масштаб независимой гармонической 
составляющей, являющейся результатом фазовой связи между гармониками 
с масштабами 𝑠𝑠1 и 𝑠𝑠2;  𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) – вейвлет-преобразование временного ряда 𝑥𝑥, 
а зведочка в 𝑊𝑊𝑥𝑥

∗(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) обозначает операцию комплексного сопряжения. Соот-
ветственно автобикогерентность определяется как нормализованный авто-
биспектр [7, 11]:  

𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) =
|𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)|2

�∫𝑇𝑇|𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑠𝑠1, 𝑡𝑡)𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑠𝑠2, 𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑��∫𝑇𝑇|𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑠𝑠, 𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑�
, 

где 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) изменяется в пределах от 0 до 1. 
На практике квадратичная нелинейность приводит к тому, что в результате 

взаимодействия двух гармоник процесса часть мощности выделяется на сум-
марных и(или) разностных частотах этих составляющих. Автобикогерент-
ность на основе вейвлетов определяет величину нелинейной связи между гар-
мониками, где пик на плоскости (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) указывает на статистическую зависи-
мость между компонентами с масштабами 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2 и 𝑠𝑠 (2). 

Автобиспектр позволяет ввести функцию, называемую бифазой, которая 
определяется как 

ψ = 𝑡𝑡𝑡𝑡−1 �
Im(𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))
Re(𝐵𝐵𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

� = ϕ1 + ϕ2 − ϕ3.

Бифаза характеризует изменение ассиметрии сигнала. Значение  ψ, равное 
нулю, указывает на положительную асимметрию, равное 180° – на отрицатель-
ную [13]. По факту если |ψ| > 90°, то форма сигнала смещается в область от-
рицательных значений. В таком случае говорится, что сигнал имеет отрица-
тельное искажение. 

Для того чтобы продемонстрировать свойства бифазы аналогично тому, 
как это было сделано в работах [11, 13], рассмотрим временно́й сигнал, подоб-
ный проявлениям различных нелинейных КВВ, в виде  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑋𝑋(𝑡𝑡) = �

1
𝑗𝑗

40

𝑗𝑗=1

cos[0,1𝑗𝑗𝑗𝑗 + γ(𝑗𝑗 − 1)], где γ = 0; ±
π
2

; ±π;

ξ𝑋𝑋(𝑡𝑡) =
𝑋𝑋(𝑡𝑡) − µ𝑋𝑋

σ𝑋𝑋
,

 (3) 

где µ𝑋𝑋 – среднее арифметическое; σ𝑋𝑋 – стандартное отклонение, а ξ𝑋𝑋(𝑡𝑡) – нор-
мализованное значение каждого элемента осредненного временно́го ряда 𝑋𝑋(𝑡𝑡). 
Преобразование осредненного временно́го ряда с его приведением к нулевому 
среднему и единичной дисперсии (нормализация) выполняется с целью полу-
чения единой числовой шкалы.  

На рис. 1, а представлено колебание, визуально подобное проявлению 
группы нелинейных внутренних волн возвышений. Видно, что отклонения от 
среднего значения в положительном направлении вертикальной оси более рез-
кие, но менее частые, чем в отрицательном направлении. В этом случае бифаза 
колеблется около 0°. На рис. 1, d представлен сигнал, подобный группе внут-
ренних волн углублений, аналогичный представленным в работе [14]. В этом 
случае вид бифазы принципиально иной, чем на рис. 1, а: она близка к ±180°.  
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Р и с.  1. Нормализованный временно́й ряд 𝑋𝑋(𝑡𝑡) и его локальная бифаза ψ при различных значе-
ниях γ в выражении (3): γ = 0 (a); γ = π 2⁄  (b); γ = −π 2⁄  (c); γ = ±π (d). Бифаза была рассчи-
тана для триплета с временны́ми масштабами 𝑠𝑠1 = 60, 𝑠𝑠2 = 30 и 𝑠𝑠3 = 20 мин  
F i g.  1. Normalized time series 𝑋𝑋(𝑡𝑡) and its local biphase ψ for various values of γ in expression (3): 
γ = 0 (a); γ = π 2⁄  (b); γ = −π 2⁄  (c); γ = ±π (d). The biphase was calculated for a triplet with the 
time scales 𝑠𝑠1 = 60, 𝑠𝑠2 = 30 and 𝑠𝑠3 = 20 min 
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Бифаза для колебаний с различающимися передним и задним фрон-
тами показана на рис. 1, b и c. Полностью асимметричный временно́й ряд 
при γ = ±π/2 в выражении (3) будет иметь бифазу 90° или – 90°.  

Автобикогерентный вейвлет-анализ модельного сигнала 
Чтобы изучить свойства автобикогерентного вейвлет-преобразования 

и уточнить методику его применения к анализу мультичастотных сигналов, 
например аналогично тому, как это было сделано в работах [11, 13], рассмот-
рим еще один модельный временной сигнал (подобный внутреннему бору) 
с добавлением белого гауссового шума ω(𝑡𝑡): 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑌𝑌(𝑡𝑡) = �

1
𝑗𝑗

100

𝑗𝑗=1

cos �0,1𝑗𝑗𝑗𝑗 −
3π
2

(𝑗𝑗 − 1)� + ω(𝑡𝑡) , 

ξ𝑌𝑌(𝑡𝑡) =
𝑌𝑌(𝑡𝑡) − µ𝑌𝑌

σ𝑌𝑌
,

(4) 

где µ𝑌𝑌 – среднее; σ𝑌𝑌 – стандартное отклонение, а ξ𝑌𝑌(𝑡𝑡) – нормализованное зна-
чение каждого элемента осредненного временно́го ряда 𝑌𝑌(𝑡𝑡).  

Для анализа в качестве материнского вейвлета был выбран вейвлет Морле, 
который позволяет добиться лучшей частотной локализации и оценить значе-
ние частот многокомпонентного сигнала с меньшей ошибкой, по сравнению 
с другими базисными вейвлетами [7, 15]. 

Р и с.  2. Результаты непрерывного вейвлет-преобразования нормализованного временно́го 
ряда (4) с добавлением белого шума (а) и локальный вейвлетный спектр (b). Штриховая ли-
ния отделяет область краевых эффектов, жирными линиями показан 5%-ный уровень значи-
мости по отношению к красному шуму 
F i g.  2. Results of a continuous wavelet transform of the normalized time series (4) with addition 
of white noise of different intensities (a), and the local wavelet spectrum (b). The dashed line sepa-
rates the region of the edge effects, the bold lines show the 5%-significance level in relation to red 
noise 
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Нормализованная временна́я последовательность 𝑌𝑌(𝑡𝑡) и ее локальный 
вейвлетный спектр 𝑊𝑊(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) [14, 16] для случая вырожденного взаимодействия, 
когда выполняется условие 𝑓𝑓1 = 2𝑓𝑓2, показаны на рис. 2. Этот процесс лишь 
формально является трехволновым, так как фактически в нем участвуют две 
волны, частоты которых различаются в два раза. Основная волна 𝑓𝑓1 лежит 
в большой области 5%-ной значимости при  𝑠𝑠1 = 60 мин на участке записи 
между 3 и 16 ч, а ее вторая гармоника 𝑓𝑓2 – в двух небольших областях значи-
мости в этом же временно́м интервале. Отметим, что появление статистически 
значимых значений спектра при 𝑠𝑠 = 30 мин в диапазоне 𝑡𝑡 = 9 ÷ 16 ч сопро-
вождается асимметрией (рис. 2, a). К оценке уровня значимости был применен 
метод Монте-Карло, как и в работах [11, 17]. 

Чтобы определить, являются ли колебания квадратично нелинейными, была 
рассчитана автобикогерентность (рис. 3, a). Из рис. 3, а видно, что область стати-
стической значимости содержит локальный максимум автобикогерентности (от-
мечен красной звездочкой) на временны́х масштабах 𝑠𝑠1 = 50 мин и 𝑠𝑠2 = 75 мин 
и указывает на то, что колебания с периодами 50 и 75 мин связаны по фазе 
с колебанием периода 𝑠𝑠 = 30 мин. Изменчивость временны́х масштабов 𝑠𝑠 ча-
стично связана со статистической зависимостью между тремя гармониками. 
В данном случае 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) ≈ 0,85, так что примерно 85 % изменчивости при 
𝑠𝑠 = 30 мин обусловлено нелинейным взаимодействием между гармониками, 
временны́е масштабы которых можно определить по расположению макси-
мума на плоскости (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2). 

Р и с.  3. Автобикогерентность модельного временного ряда (4) (а); диагональное сечение спектра 
автобикогерентности при 𝑠𝑠1 = 𝑠𝑠2 (b). Жирные контуры охватывают области 5% -ной значимости 
по отношению к красному шуму. Диагональная линия разделяет спектр на две симметричные об-
ласти. Уровень значимости, представленный штриховой линией, был рассчитан с использованием 
метода Монте-Карло. Доверительные интервалы определялись по методу начальной загрузки 
(бутстрэппинг) [11, 18] 
F i g.  3. Auto-bicoherence of the model time series (4) (a); the diagonal cross section of the auto-biher-
ence spectrum for 𝑠𝑠1 = 𝑠𝑠2 (b). The bold lines contour the 5%-significance areas in relation to red noise. 
The diagonal line divides the spectrum into two symmetric regions. The significance level represented 
by the dashed line was calculated using the Monte Carlo method. The confidence intervals were deter-
mined by the boot method (bootstrapping) [11, 18] 
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На рис. 3, b показан результат применения процедуры начальной загрузки (бут-
стрэппинг – от англ. bootstrapping) [11, 18] к диагональному срезу 𝑠𝑠1 = 𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠 ав-
тобикогерентного спектра 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑊𝑊 (𝑠𝑠1 = 𝑠𝑠2) для случая вырожденного трехволно-
вого взаимодействия. Основной принцип бутстрэппинга: имитировать много-
кратное получение выборки из генеральной совокупности методом Монте-
Карло c использованием данных из имеющейся выборки. Краткий обзор и по-
дробное описание метода можно найти в работах [11, 18–20]. Чтобы опреде-
лить доверительные интервалы автобикогерентности, на каждом временно́м 
масштабе набор вейвлет-коэффициентов разделялся на перекрывающиеся сег-
менты (блоки) равной длины. Последующее объединение блоков приводит 
к синтетическому набору вейвлет-коэффициентов на каждом временно́м мас-
штабе. Итерация процедуры 3000 раз приводит к распределению повторов 
начальной загрузки, из которых можно получить 95%-ный доверительный ин-
тервал. Подходящая длина блока определялась методом Монте-Карло [11, 17, 
19] с целью найти наибольшее значение 𝑐𝑐, при котором длина блока 𝐿𝐿 = 𝑁𝑁𝑐𝑐,
где 𝑁𝑁 – длина исходного ряда, давала бы самые широкие доверительные ин-
тервалы. Было установлено, что длина блока в диапазоне от 𝑁𝑁0,6 до 𝑁𝑁0,7 явля-
ется оптимальной для оценки доверительных интервалов [11]. 

Из рис. 3, b видно, что ширина доверительных интервалов не зависит от 
временно́го масштаба. Доверительный интервал 95 %, соответствующий мак-
симуму автобикогерентности с временны́ми масштабами 𝑠𝑠1 = 𝑠𝑠2 = 60 мин, не 
пересекает 5%-ную границу значимости, и, следовательно, этот пик значим. 
Все остальные пики были признаны незначительными.  

Периодический обмен энергией между гармониками может существенно 
влиять на эволюцию бифазы, поэтому, чтобы проследить за временной измен-
чивостью интенсивности трехволновых взаимодействий, вычисляется локаль-
ная автобикогерентность [11]: 

𝑏𝑏𝑡𝑡𝑊𝑊(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) =
�𝑆𝑆�𝑠𝑠1−1𝐵𝐵𝑡𝑡𝑊𝑊(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)��

2

𝑆𝑆(𝑠𝑠1−1|𝑊𝑊𝑡𝑡
𝑥𝑥(𝑠𝑠1)𝑊𝑊𝑡𝑡

𝑥𝑥(𝑠𝑠2)|2) ∙ 𝑆𝑆(𝑠𝑠−1|𝑊𝑊𝑡𝑡
𝑥𝑥(𝑠𝑠)|2),

где 𝑆𝑆 – оператор сглаживания для вейвлета Морле [11, 16]. 
Локальный спектр автобикогерентности сигнала (4) с гауссовым шумом для 

биспектрально организованного триплета (𝑠𝑠1 = 50 мин, 𝑠𝑠2 = 75 мин, 𝑠𝑠 = 30 мин) 
показан на рис. 4, b. 

Из рис. 4 видно, что после 7 ч квадратичная нелинейность сильная: она 
приводит к образованию протяженной во времени области значимой локаль-
ной автобикогерентности. Отмечен взаимный рост 1-й и 2-й гармоник, резо-
нансное взаимодействие которых с 3-й приводит к асимметричной структуре 
сигнала. Бифаза на этом участке становится резко отрицательной, стабильной, 
что говорит о постоянной фазовой зависимости между гармониками. Область 
статистически значимого участка автобикогерентности, превышающей 0,8 
(см. рис. 3, а), охватывает множество резонансных триплетов из диапазона 
40–70 мин. При этом бифаза инвариантна для всех наборов пар гармоник. Бли-
зость бифазы к –90° указывает на полную асимметрию сигнала – пилообраз-
ную форму с резким передним фронтом (см. рис. 1, b). Высокие, статистически 
значимые оценки автобикогерентности (свыше 0,8) свидетельствуют о том, 
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что в течение некоторого промежутка времени 1-я и 2-я гармоники являются 
связанными.  

Р и с.  4. Гармоники резонансного триплета (50, 75, 30 мин) (a), локальная автобикогерентность 
(b) и локальная бифаза (c) автобикогерентного спектра (см. рис. 3, a) с временны́ми масштабами 
50 и 75 мин. Колебания бифазы, отличающиеся от 0°, указывают на то, что нелинейное взаимо-
действие привело к форме сигнала с асимметрией 
F i g.  4. Harmonics of the resonance bispectral triplet (50, 75, 30 min) (a), local auto-biherence (b) and 
local biphase (c) of the auto-bicoherence spectrum (Fig. 3, a) at the time scales 50 and 75 min. The 
biphase oscillations differing from 0 ° indicate the fact that the nonlinear interaction led to a waveform 
with asymmetry 

Анализ колебаний температуры в Горле Белого моря 
Данные сканирующих измерений в океанологии можно рассматривать как 

двумерную картину изменения гидрофизических полей по вертикали с тече-
нием времени, которая дает наглядное представление об изменчивости процес-
сов. На рис. 5 показаны резкие короткопериодные колебания температуры 
в области термоклина, которые в работе [21] были идентифицированы как па-
кеты интенсивных КВВ, обладающие признаками нелинейности. В примере 
рассмотрены наблюдения за ВВ, которые проводились с заякоренного судна 
CTD-зондом в режиме непрерывного сканирования от поверхности до дна 
с дискретностью 1–2 мин при глубине места около 50 м. Длительность наблю-
дения каждого из пакетов интенсивных ВВ колебалась от 40 до 120 мин. Па-
кеты двигались в одном направлении на юго-запад, что было показано по дан-
ным синхронных с контактными спутниковых наблюдений, результаты кото-
рых представлены в работе [22]. При этом глубина залегания и объемы теплых 
и холодных вод в плоскости разреза испытывали значительные колебания и на 
других периодах. На этих натурных данных, методика получения и результаты 
обработки которых подробно описаны и проанализированы в работе [21], 
и проводилась апробация метода.  
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Р и с.  5. Временны́е серии температуры на глубинах 1,5–40 м в Горле Белого моря, взятые 
с дискретностью по времени 1 мин, а по глубине 0,5 м в период с 08:54 по 17:10 (01.08.2012) 
F i g.  5. Time series of temperature at the depths 1.5–40 m in the White Sea Throat taken with the 
time interval 1 min, and at the depth 0.5 m – in the period from 08:54 to 17:10 (01.08.2012) 

Предварительный анализ вариаций температуры проводился с использо-
ванием фильтра Савицкого – Голея с окном 180 мин с целью исключить влия-
ние длиннопериодных колебаний. Затем выполнялась нормализация числовых 
рядов.  

Для поиска нелинейных резонансных взаимодействий в спектре ВВ вы-
числялась автобикогерентность для каждого горизонта. Была выявлена об-
ласть с повышенными значениями автобикогерентности (более 0,8) в слое 
скачка на глубинах 5–20 м. Например, значение автобикогерентности на глу-
бине 10 м с временны́ми масштабами 𝑠𝑠1 = 𝑠𝑠2 = 80 мин (рис. 6, а) указывает на 
статистически значимую нелинейную взаимосвязь по типу вырожденного тре-
хволнового взаимодействия.  Область доверительных интервалов (рис. 6, b) не 
пересекается с 5%-ной границей статистической значимости вблизи масштаба 
80 мин. Поэтому с уверенностью можно говорить о генерации второй гармо-
ники с периодом 40 мин. 

Локальный спектр автобикогерентности пульсаций температуры с вре-
менны́ми масштабами 𝑠𝑠1 = 60 мин  и 𝑠𝑠2 = 100  мин (рис. 6, e) показывает, ко-
гда взаимодействие имеет место, например в период с 12:00 по 15:45. Асим-
метричные искажения структуры сигнала (рис. 6, c) на этом участке времени 
есть результат установившегося резонансного взаимодействия между гармо-
никами 60, 100 и 40 мин. Но стоит обратить внимание, что область значимого 
участка автобикогерентности, превышающей 0,8 (рис. 6, а), охватывает мно-
жество наборов пар гармоник из диапазона 60–120 мин, участвующих в тре-
хволновых взаимодействиях. 
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Р и с.  6. Автобикогерентный вейвлет-анализ колебаний температуры на глубине 10 м: а – автобико-
герентность; b – диагональное сечение спектра автобикогерентности; c – нормализованные пульса-
ции температуры; d – гармоники резонансного триплета (60, 100, 40 мин); e – локальный автобикоге-
рентный спектр; f – локальный бифазный спектр 
F i g.  6. Auto-bicoherent wavelet analysis of temperature fluctuations at the depth 10 m: a – auto-
bicoherence; b – diagonal section of the auto-bicoherence spectrum; c – normalized temperature pulsa-
tions; d – harmonics of the resonance triplet (60, 100, 40 min); e – local auto-bicoherent spectrum; f – 
local biphase spectrum 

На рис. 6, f показана эволюция бифазы, соответствующей локальному пику 
автобикогерентности с временны́ми масштабами 𝑠𝑠1 = 60 мин и 𝑠𝑠2 = 100  мин. 
От 9:00 до 12:00 на графике 6, f наблюдается нестабильная фазовая зависи-
мость между компонентами резонансного триплета. Такое отсутствие фазовой 
когерентности согласуется с низким уровнем автобикогерентности (рис. 6, е) на 
этом участке, то есть здесь нет трехволнового взаимодействия. Напротив, 
c 12:00 до 15:45 бифаза стабильна и лежит в пределах от –20 до –25°. Можно 
заключить, что здесь ассиметричная структура колебаний была обусловлена 
результатом нелинейного взаимодействия между гармониками.   

Количественная оценка бифазы для слоя скачка (8–18 м) в период с 12:00 
до 15:45, как и локальная автобикогерентность для других триплетов из диа-
пазона 60–120 мин, стабильна. В этом слое отмечаются максимальные значе-
ния автобикогерентности, а около 80 % значений бифазы для триплета (60, 100, 
40 мин) лежит в пределах от 0 до –25°. При трехволновом взаимодействии про-
исходит обмен энергией между волнами, из-за которого амплитуды периоди-
чески изменяются, как показано, например, в работе [23]. В приведенном при-
мере бифаза сохраняется, огибающие гармоник синхронно изменяются со вре-
менем и их амплитуды пропорциональны (рис. 6, d, е), соответственно, со-
гласно выводам работы [24], периодический обмен энергией в нашем случае 
не наблюдается. Отсутствие периодического изменения знака бифазы в рас-
сматриваемом диапазоне указывает на слабое влияние дисперсионных эффек-
тов на структуру КВВ, это подтверждается также оценками дисперсионного 
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соотношения для внутренних волн, выполненными по данным гидрологиче-
ских наблюдений в работе [25]. 

Кроме того, в рассматриваемом примере натурных данных при отрица-
тельных значениях бифазы режим полной асимметрии сигнала, как, например, 
на рис. 1, b, не наблюдается. Поэтому ВВ, скорее всего, несмотря на нелиней-
ный характер, не находились в стадии локальной неустойчивости или обруше-
ния и могли распространяться достаточно далеко. Косвенным подтвержде-
нием этого служат результаты работы [26], в которой показано, что пакеты ВВ, 
возникая регулярно (каждый приливной цикл) в южной части Горла, движутся 
через все море в юго-западном направлении, трансформируясь при распро-
странении, и окончательно разрушаются только через 200 км в мелководной 
зоне севернее Соловецкого архипелага.  

Проявления процессов нелинейной трансформации и обрушения рассмат-
ривались в работах [24, 27], в которых изучалось влияние обрушения волн на 
пространственную изменчивость бифазы применительно к поверхностным 
волнам в береговой зоне. Согласно работам [28, 29], поверхностные волны 
вблизи берега перед обрушением становятся пилообразными и бифаза в них 
близка к −π/2. Примером ВВ на стадии обрушения может служить модельный 
сигнал с гауссовым шумом (см. рис. 2, а), где, начиная с 9 ч, бифаза становится 
близкой к −π/2, а сигнал приобретает пилообразную форму (см. рис. 4, c). Од-
нако оценка процессов локальной неустойчивости и обрушения ВВ на основе 
автобикогерентного вейвлет-анализа в литературе не описана, поэтому пред-
ставляется целесообразным продолжить в дальнейшем рассмотрение этого во-
проса, важного для автоматизированной обработки данных о колебании тер-
моклина. 

Заключение 
В настоящей работе описано применение методики, основанной на 

биспектральном вейвлет-анализе, позволяющей детектировать нелинейное 
взаимодействие, к изучению характеристик внутреннего волнения. 

На примерах (модельном и натурном) показана возможность применения 
статистики высших порядков, основанной на вейвлет-анализе, для изучения 
процессов нелинейной трансформации внутренних волн. 

Автобикогерентный вейвлет-анализ впервые применили, чтобы обнару-
жить нелинейные взаимодействия внутренних волн, наблюдаемые во вре-
менны́х рядах температуры в Горле Белого моря. 

Анализ колебаний температуры позволил установить взаимосвязь между 
гармониками в определенном промежутке времени. Показано, что взаимосвязь 
между частотными компонентами сопровождалась асимметричным искаже-
нием сигналов. 

Высокие статистически значимые значения автобикогерентности (более 
0,9) свидетельствуют о том, что гармоники в диапазоне 60–120 мин являются 
волнами, связанными благодаря трехволновым взаимодействиям. Значение 
бифазы в период интенсификации трехволнового взаимодействия лежало пре-
имущественно в пределах от –20 до – 25°. Отсутствие периодического изменения 
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знака бифазы подтверждает незначительное влияние дисперсионных эффек-
тов, наблюдаемых в южной части Горла Белого моря, на структуру сигнала 
КВВ.  

Резюмируя результаты работы, следует отметить, что широкое примене-
ние методов полиспектрального анализа позволит существенно расширить по-
нимание гидрофизических процессов, связанных с внутренним волнением 
в океане. 
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