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Аннотация 

Цель. Анализ возможности использования двухкомпонентной гауссовой смеси с неравными 

дисперсиями для аппроксимации функции плотности вероятностей (PDF) возвышений мор-

ской поверхности – цель данной работы. 

Методы и результаты. Гауссова смесь строится в форме суммы гауссианов с разными весами. 

Для построения двухкомпонентной гауссовой смеси, учитывая условие, налагаемое на весовые 

коэффициенты, необходимо задать пять параметров. Для их расчета используются первые че-

тыре статистических момента возвышений морской поверхности. Пятый параметр применяет-

ся для выполнения условия одномодальности распределения. Для оценки возможности приме-

нения аппроксимаций в форме гауссовой смеси проведено их сравнение с аппроксимацией, 

построенной на основе распределения Грама – Шарлье, которая ранее тестировалась на дан-

ных прямых волновых измерений. Показано, что при положительных значениях коэффициента 

эксцесса в области изменения случайной величины с единичной дисперсией ξ 3  два типа 

аппроксимаций близки, при отрицательных значениях коэффициента эксцесса заметные рас-

хождения наблюдаются в области ξ 1  (здесь ξ  нормированное на среднеквадратическое 

значение возвышение поверхности). Также показано, что аппроксимация PDF в форме гауссо-

вой смеси при нулевом значении коэффициента асимметрии может быть получена только при 

отрицательном значении коэффициента эксцесса. 

Выводы. В настоящее время для аппроксимации PDF возвышений и уклонов морской поверх-

ности обычно используются модели, построенные на основе усеченных рядов Грама – Шарлье. 

Их недостатком является ограниченный диапазон, в котором может быть описано распределе-

ние моделируемой характеристики. Гауссовы смеси свободны от указанного недостатка. Раз-

работана процедура расчета их параметров. Для уточнения условий, в которых могут исполь-

зоваться гауссовы смеси, необходимо прямое сопоставление с данными волновых измерений. 
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Abstract 

Purpose. The aim of the study is to analyze the possibility of applying the two-component Gaussian 

mixture with unequal dispersions in order to approximate the probability density function (PDF) of 

the sea surface elevations. 

Methods and Results. The Gaussian mixture is constructed in the form of a sum of the Gaussians with 

different weights. Construction of the two-component Gaussian mixture with the regard for the condi-

tion imposed on the weight coefficients requires presetting of five parameters. The first four statistical 

moments of the sea surface elevations are applied for their calculation. The fifth parameter is used to 

fulfill the condition of unimodal distribution. To assess the possibility of using the approximations in 

the form of the Gaussian mixture, they were compared with the approximation based on the Gram-

Charlier distribution, which was previously tested with direct wave measurement data. It is shown 

that at positive values of the kurtosis coefficient, in the range of a random value variation with a unit 

dispersion ξ 3 , two types of approximations are close; whereas at negative values of the kurtosis 

coefficient, noticeable discrepancies are observed in the area ξ 1  (here ξ  is the surface elevation 

normalized to the RMS value). Besides, it is also demonstrated that at the zero skewness coefficient, 

the PDF approximation in the form of the Gaussian mixture can be obtained at the negative kurtosis 

coefficient only. 

Conclusions. At present, the models based on the truncated Gram-Charlier series, are usually applied 

to approximate the PDF elevations and slopes of the sea surface. Their disadvantage consists in the 

limited range, in which the distribution of the simulated characteristic can be described. The Gaussian 

mixtures are free from this disadvantage. A procedure for calculating their parameters is developed. 

To clarify the conditions under which the Gaussian mixtures can be used, direct comparison with the 

wave measurement data is required. 

Keywords: sea surface, probability density function, Gaussian mixture, Gram-Charlier distribution, 

skewness, kurtosis 
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Введение 

При описании функции плотности вероятностей (PDF) возвышений, со-

здаваемых морскими поверхностными волнами, наибольшее распростране-

ние получили аппроксимации, построенные на основе рядов Грама – Шарлье 

[1]. Принципиальная проблема применения этих аппроксимаций связана 

с тем, что на практике ряды Грама – Шарлье используются в усеченной фор-

ме, что позволяет описывать распределение только в ограниченной области 

изменения случайной величины [2]. Необходимость решения широкого круга 

прикладных задач, в первую очередь связанных с дистанционным зондирова-

нием океана из космоса [3–5], привела к поиску новых подходов к построе-

нию аппроксимации PDF возвышений морской поверхности. 
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Недавно для моделирования возвышений морской поверхности было 

предложено использовать гауссовы смеси [6], которые уже давно получили 

широкое распространение в других областях при проведении фундаменталь-

ных и прикладных исследований [7–9]. Ранее гауссовы смеси использовались 

для аппроксимации PDF уклонов морской поверхности [10, 11]. 

В общем случае задачи определения числа мод и границ областей одно-

модальности для гауссовой смеси не решены [12, 13], поэтому необходима 

проверка корректности ее использования для каждой физической задачи. Це-

лью настоящей работы является анализ возможности использования и огра-

ничений для двухкомпонентной гауссовой смеси с разными дисперсиями при 

аппроксимации PDF возвышений морской поверхности. Анализ проводится 

для диапазонов изменения третьего и четвертого статистических моментов 

возвышений морской поверхности, определенных по данным измерений на 

Черном море [14]. 

Двухкомпонентная гауссова смесь 

Двухкомпонентная гауссова смесь случайной величины ξ  имеет следу-

ющий вид [13]:  

 
   

2 2

1 21 2

2 2

1 21 2

ξ ξα α
ξ exp exp

2σ 2σ2π σ 2π σ
S

m m
P

    
      
   
   

,          (1) 

где αi
 – вес i-й компоненты (i = 1, 2),  α 0,1i  ; 

im  – математическое ожида-

ние; 2σ i  – дисперсия. Весовые коэффициенты удовлетворяют условию 

1 2α α 1  . (2) 

Для построения модели (1), учитывая условие (2), необходимо найти пять 

параметров: 
1m , 

2m , 2

1σ , 2

2σ , 
1α . В работе [6] предложено рассчитывать их 

по первым пяти статистическим моментам возвышений морской поверхно-

сти. Недостаток такого подхода состоит в том, что по данным натурных из-

мерений определяются статистические моменты не старше четвертого поряд-

ка. Поэтому, следуя [11], для расчета параметров модели будем использовать 

первые четыре статистических момента, оставляя пятый параметр 
1(α )  сво-

бодным. Параметр 
1α  будем варьировать для удовлетворения в PDF условия 

одномодальности. 

Статистические моменты случайной величины ξ  определены как 

 μ ξ ξ ξj

j P d  . 

Для двухкомпонентной гауссовой смеси 

1 ,1 2 ,2μ α μ α μj i i  ,  (3) 

где  ,μ ξ ξ ξj

j i iP d  ,  ξiP  – первое и второе слагаемые в модели (1).
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Общая система для расчета параметров гауссовой смеси была предложе-

на в работе [15]. Далее будем полагать, что дисперсия анализируемой слу-

чайной величины ξ  равна единице. Принимая средний уровень поверхности 

равным нулю, учитывая (2) и (3), получаем систему уравнений для расчета 

параметров модели (1):  

1 1 1 2α (1 α ) 0m m   ,           (4) 

   2 2 2 2

1 1 1 1 2 2α σ 1 (1 α ) σ 1 0m m       , (5) 

   3 2 3 2

1 1 1 1 3 1 2 2 2 3α 3 σ μ (1 α ) 3 σ μ 0m m m m       ,      (6) 

   4 2 2 4 4 2 2 4

1 1 1 1 1 4 1 2 2 2 2 4α 6 σ 3σ μ (1 α ) 6 σ 3σ μ 0m m m m         .   (7) 

Параметры 
3μ  и 

4μ 3  являются коэффициентами асимметрии и эксцес-

са соответственно. Систему (4) – (7) будем исследовать при значениях 

30,2 μ 0,4   , 
40,4 μ 3 0,4    , что для Черного моря соответствует диа-

пазонам их изменения для ветровых волн и зыби [14]. 

Следуя подходу [16], сведем систему (4) – (7) к одному уравнению, по-

следовательно исключая неизвестные. Из уравнения (4) имеем 

2 1 1 1α / (α 1)m m  , тогда из уравнений (5) – (7), введя промежуточную неиз-

вестную 

   2 2 2 2

1 1 2 2

1 2

σ 1 σ 1
β

m m

m m

   
  ,        (8) 

получаем 

3 2 3 2

1 1 1 3 2 2 2 3

1 2

3 σ μ 3 σ μm m m m

m m

   
 ,    (9) 

4 2 2 4 4 2 2 4

1 1 1 1 4 2 2 2 2 4

1 2

6 σ 3σ μ 6 σ 3σ μm m m m

m m

     
 .   (10) 

Используя уравнение (8), выразим дисперсии: 

2 2

1 1 1σ β 1m m   ,        2 2

2 2 2σ β 1m m   .    

Подставив выражения для 2

1σ  и 2

2σ  в (9), (10), после преобразований по-

лучаем  

1 2 1 2 3(3β 2( )) μm m m m    , 2 2 2

1 2 1 1 2 2 4(3β 2( )) μ 3m m m m m m      . 

После симметричной замены переменных вида 
1 2w m m   и 

1 2v m m

имеем 

33β 2 μv vw   ,           2 2

43β 2 ( ) μ 3v v w v     . 

Объединяя эти два уравнения, получаем 
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3 2 2 2

3 4 36 2 4 μ 3(μ 3) μ 0v v w vw v      . 

Обратной заменой выразим переменные w и v через 
1m  и окончательно 

получаем 

2 2 6 2 3

1 1 1 1 3 1 1 1 12α (α α 1) 4μ α (2α 1)(α 1)m m       
3 2 2 4

4 1 1 1 3 13(μ 3)α (α 1) μ (α 1) 0m      . (11) 

Таким образом, исходная система уравнений (8) – (11) сведена к одному 

уравнению шестой степени относительно переменной 
1m  с известными вели-

чинами 
3 4μ , μ  и свободным параметром 

1α . 

Рассмотрим общие свойства разряженного полинома (11) при изменении 

его коэффициентов. В общем виде 

6 3 2

0 1 3 1 4 1 6 0b m b m b m b    ,      (12) 

где 2 2

0 1 1 12α (α α 1)b    ; 2

3 3 1 1 14μ α (2α 1)(α 1)b     ; 3

4 4 1 13(μ 3)α (α 1)b    ; 
2 4

6 3 1μ (α 1)b   . В диапазоне  1α 0,1  всегда 
0 0b  , 

6 0b  , причем 
6 0b   

только при 
3μ 0 . В случае, когда 

6 0b  , из четности степени полинома по 

правилу Декарта уравнение (12) имеет как положительные, так и отрицатель-

ные вещественные корни, так как в ряду его коэффициентов обязательно есть 

смена знака. При 
3 0b   и 

4 0b   число перемен знака равно трем, а в осталь-

ных случаях – только единице. Знак коэффициента 
4b  зависит только от зна-

ка 
4μ 3 , 

3b  может менять знак при изменении как 
3μ , так и 

1α . 

Рассмотрим отдельно случай, когда 
3μ 0 . Уравнение (12) примет вид 

2 4

1 0 1 4( ) 0m b m b  . Так как 
0 0b  , то оно имеет ненулевые вещественные ре-

шения только для положительных значений 
4b , что соответствует условию 

4μ 3 0  . Таким образом, при 
3μ 0  и 

4μ 3 0   модель двухкомпонентной 

смеси не имеет вещественных решений и в принципе не может быть исполь-

зована. Это ограничение двухкомпонентных смесей получено в общем виде 

для любого процесса с указанными значениями 
3μ  и 

4μ . 

Значения 
1m , удовлетворяющие (11), находим численно методом Ньюто-

на для заданных 
3μ  и 

4μ , варьируя 
1α . Некоторые из получаемых решений 

должны быть исключены исходя из условия положительности 2

1σ  и 2

2σ . Для 

найденных значений 
1m , удовлетворяющих (11), и соответствующих 

1α  с ис-

пользованием исходной системы (4) – (7) вычислялись 
2m , 2

1σ , 2

2σ

и строилась PDF гауссовой смеси. В общем случае модель (1) может быть как 

одномодальной, так и бимодальной [13, 17]. Поскольку распределение воз-

вышений ветровых волн является одномодальным, то дополнительно анали-

зировалась производная PDF и выбирались только значения параметров, ко-

гда  ξSP  имеет единственный экстремум (это эквивалентно условию одно-

модальности). 
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Наряду с симметрией относительно троек чисел (
1m , 2

1σ , 
1α ) и (

2m , 2

2σ , 

2α ) система уравнений (8) – (10) имеет дополнительное свойство симметрии: 

замена (
1m , 

2m , 
3μ ) на (

1m , 
2m ,

3μ ) дает идентичные решения, поэтому 

анализ достаточно проводить только для положительных значений 
3μ , т. е. 

для положительных значений коэффициента асимметрии. Аппроксимации 

PDF в форме (1) представлены на рис. 1. 
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Р и с.  1. Аппроксимации PDF гауссовой смесью  

F i g.  1. PDF approximations by the Gaussian mixture 

Сравнение с распределением Грама – Шарлье 

Морское поверхностное волнение является квазигауссовым процессом 

[1, 18, 19]. Функция плотности вероятностей подобного процесса с единич-

ной дисперсией может быть представлена в следующем виде [2]: 

    2

0

1 1
ξ ξ exp ξ

22π
G C i i

i

P C H






 
  

 
 ,         (13) 

где 
iC  – коэффициенты ряда; 

iH  – ортогональные полиномы Эрмита i -го 

порядка. Коэффициенты 
iC  рассчитываются по статистическим моментам. 

Поскольку для возвышений морской поверхности известны статистические 

моменты только до четвертого порядка включительно, вместо (13) получаем 

     2 3 4

3 4

μ (μ 3)1 1
ξ exp ξ 1 ξ ξ

2 6 242π
G CP H H

  
     

  
. (14) 
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Аппроксимации PDF в форме (14) представлены на рис. 2. Разложение 

функции в ряд, включающий относительно небольшое число членов, приво-

дит к сужению области, где справедлива данная аппроксимация [2]. В част-

ности, видно, что функция  ξG CP   при значениях 
3μ  и 

4μ , определенных 

в натурных экспериментах, может принимать отрицательные значения. 

Р и с.  2. Аппроксимации PDF распределением Грама – Шарлье 

F i g.  2. PDF approximation by the Gram – Charlier distribution 

Ранее аппроксимация (14) сравнивалась с эмпирическими PDF возвыше-

ний морской поверхности, полученными по измерениям морских волн, про-

веденным на стационарной океанографической платформе Морского гидро-

физического института [20]. Средняя по ансамблю ситуаций относительная 

ошибка ε  для диапазона ξ 3  лежит в пределах –0,02 … 0,07. Разброс зна-

чений ε  в области ξ 1  не превышает уровня 0,08, за пределами указанной 

области разброс быстро растет. 

Верифицированная по данным натурных измерений аппроксимация (14) 

может быть использована для предварительной оценки корректности  ξSP . 

Отношение      ξ ξ ξG C SR P P  представлено на рис. 3. Видно, что в слу-

чае, когда эксцесс меньше нуля, функции  ξSP и  ξG CP   заметно различа-

ются. Причем различия наблюдаются даже в области ξ 1 , где, как отмечено 

выше, наблюдалось совпадение  ξG CP  с данными волновых измерений. 
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При положительных значениях эксцесса в области ξ 3  функции  ξSP

и  ξG CP   близки.
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Р и с.  3. Зависимости соотношения G C SR P P  от параметров 3μ  и 4μ . Кривые 1–5 соответ-

ствуют значениям 3μ  от 0 до 0,4 с шагом 0,1 

F i g.  3. Dependences of ratio G C SR P P  on the parameters 3μ  and 4μ . Curves 1–5 correspond to 

the 3μ  values from 0 to 0.4 with a step 0.1 

Оценка достоверности аппроксимации PDF возвышений морской по-

верхности гауссовой смесью путем сравнения с распределением, построен-

ным на основе усеченного ряда Грама – Шарлье, является предварительной. 

Следующим шагом должно быть прямое сравнение  ξSP  с эмпирическими 

PDF возвышений морской поверхности. 

Заключение 

Основные результаты проведенного исследования следующие. 

1. Разработана методика расчета параметров двухкомпонентной гауссо-

вой смеси для аппроксимации PDF возвышений морской поверхности. Ана-
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лиз проводился для диапазонов изменений третьего (
3μ ) и четвертого (

4μ ) 

статистических моментов возвышений морской поверхности, определенных 

по данным прямых волновых измерений на Черном море. 

2. Выделены свойства симметрии уравнений для гауссовой смеси, со-

кращающие объем вычислений. В общем виде показано, что аппроксимации 

PDF в форме гауссовой смеси в частном случае 
3μ 0  могут быть получены 

только при условии 
4μ 3 . 

3. Проведено сравнение аппроксимации PDF в форме двухкомпонентной

гауссовой смеси и аппроксимации, построенной на основе усеченных рядов 

Грама – Шарлье. При 
4μ 3  в области ξ 3  аппроксимации близки, при 

4μ 3  наблюдаются значительные расхождения. Для уточнения условий, 

в которых могут использоваться гауссовы смеси, необходимо прямое сопо-

ставление с данными волновых измерений. 
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