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Аннотация  

Цель. Целью данной работы является численное исследование и описание волновых эффектов, 

возникающих при встречном взаимодействии одиночных импульсов различной полярности 

в рамках системы уравнений типа Буссинеска с учетом дисперсии в бассейне постоянной глу-

бины. 

Методы и результаты. Для моделирования сценариев взаимодействия длинных волновых им-

пульсов применяется программный пакет CLAWPACK, в котором используется гибридный ме-

тод для численного решения системы уравнений, включающий метод конечных объемов и ко-

нечных разностей. Результаты сопоставляются с численными решениями, полученными ранее 

с помощью бездисперсионной нелинейной системы уравнений мелкой воды. 

Выводы. Исследован фазовый сдвиг основной волны при взаимодействии со встречными им-

пульсами различной полярности и показано, что фазовый сдвиг увеличивается с возрастанием 

амплитуды начальных импульсов. Влияние дисперсии проявляется в трансформации одиночной 

волны в ундулярный бор. Новизна настоящего исследования состоит в обнаружении и демон-

страции таких нелинейных эффектов, как фазовые сдвиги при встречном взаимодействии длин-

ных волн в рамках нелинейной численной модели мелкой воды, в том числе с учетом дисперсии. 

Ключевые слова: длинные волны, численный эксперимент, уравнения Буссинеска, взаимодей-

ствие волн  
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Abstract 

Purpose. The work is aimed at numerical studying and describing the wave effects arising from the 

counter-interaction of different polarity single pulses within the framework of the Boussinesq type 

equation system with regard to dispersion in a constant depth basin. 

Methods and Results. To simulate the scenarios of the long wave pulse interaction, the CLAWPACK 

software package was used. It included the hybrid method for numerical solving the equation system 

which, in its turn, comprised the method of finite volumes and finite differences. The results were com-

pared to the numerical solutions obtained earlier by using a non-dispersive nonlinear system of shallow 

water equations. 

Conclusions. The fundamental wave phase shift is studied in its interaction with the counter-propagat-

ing pulses of different polarity. It is shown that the phase shift increases with the initial pulse amplitude 

growth. The dispersion influence is manifested in a single wave transformation into an undular bore. 

The study novelty consists in detecting and demonstrating such nonlinear effects as the phase shifts in 

the long wave counter-interaction within the framework of the nonlinear shallow water numerical 

model including the dispersion terms. 
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Введение 

Катастрофические волны (цунами, штормовые нагоны) представляют со-

бой длинные волны, поэтому длинноволновые модели широко используются 

при изучении их распространения. Благодаря использованию законов сохране-

ния, позволяющих учесть ударные фронты, гиперболическая система нелиней-

ных уравнений мелкой воды стала стандартной математической моделью для 

моделирования распространения и наката длинных волн цунами в прибреж-

ных зонах [1–5]. 

Теория мелкой воды не учитывает дисперсию волн, которая, тем не менее, 

оказывается существенной при распространении длинных волн типа цунами 

на большие расстояния [6–8]. Она учитывается в рамках так называемых урав-

нений Буссинеска, в частности системы Грина – Надьи [9, 10]. Следует сказать, 

что уравнения Буссинеска не выводятся точно из исходных уравнений Эйлера. 

Существует много видов уравнений Буссинеска [11–13], которые применялись 

для решения конкретных задач в области морской гидротехники и прибрежной 

океанографии [8, 14, 15]. 
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Встречное взаимодействие волн на мелкой воде изучалось в рамках «чи-

стой» теории мелкой воды [16, 17] и уравнений Буссинеска [18, 19]. Было по-

казано, что по сравнению с линейной теорией нелинейность приводит к боль-

шему увеличению высоты волны в момент столкновения, особенно при взаи-

модействии солитонов почти предельной амплитуды. Эффекты сдвига фаз при 

взаимодействии нелинейных волн при этом не рассматривались. Данная ра-

бота посвящена численному исследованию и описанию волновых эффектов, 

возникающих при встречном взаимодействии одиночных импульсов различ-

ной полярности в рамках системы уравнений типа Буссинеска с учетом дис-

персии в бассейне постоянной глубины. Численные расчеты выполнены с по-

мощью вычислительного комплекса BOUSSCLAW, решающего уравнения Бус-

синеска [20].  

Математическая модель 

В качестве исходных уравнений для анализа встречного взаимодействия 

волн выбрана система Буссинеска в форме, предложенной в [20]:  

𝐻𝑡 + (𝐻𝑢)𝑥 = 0, (1) 

(1 − 𝐷)[(𝐻𝑢)𝑡] + (𝐻𝑢2 +
𝑔

2
𝐻2)𝑥 − 𝑔𝐻ℎ𝑥 − 𝐵𝑔ℎ2(ℎη𝑥)𝑥𝑥 = 0. (2) 

Здесь H(x, t) = h(x) + η(x, t) – полная глубина воды; η(x, t) – смещение водной 

поверхности; h(x) – невозмущенная глубина воды; 𝑢(x, t) – усредненная по глу-

бине горизонтальная скорость потока; g – гравитационная постоянная. Опера-

тор D для любых w(x, t) определяется с помощью вспомогательной переменной 

w(x, t) следующим образом:  

𝐷(𝑤) = (𝐵 +
1

2
) ℎ2𝑤𝑥𝑥 −

1

6
ℎ3(

𝑤

ℎ
)𝑥𝑥. (3) 

Дисперсионный параметр B выбран равным 1/15 [20], при этом значение 

линейного дисперсионного соотношения, вытекающего из уравнений Бус-

синеска, лучше соответствует точному соотношению для волн на воде. При 

B = 0 и D = 0 система уравнений (1) – (2) переходит в известную нелинейную 

систему мелкой воды. 

Все численные эксперименты проводились с помощью программного обес-

печения CLAWPACK, точнее – его надстройки BOUSSCLAW (www.clawpack.org). 

В вычислительном пакете BOUSSCLAW используется гибридный метод для 

численного решения системы уравнений (1) – (2), включающий метод конеч-

ных объемов и конечных разностей. В частности, используется метод конеч-

ных объемов для нелинейной части уравнений и дискретизация конечных раз-

ностей с дробными шагами для дополнительных членов, таких как члены дис-

персии стандартного и более высокого порядка.  

В наших расчетах использовался бассейн постоянной глубины h = 1 м дли-

ной 1000 м. Граничными условиями на концах расчетной области являлись 

условия свободного ухода, формулируемые строго без учета дисперсии. Но 

фактически численный счет останавливался до момента, когда волна подхо-

дила к краю расчетной области. Величина пространственного шага составила 
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0,16 м, временной шаг подбирался автоматически с учетом критерия устойчи-

вости Куранта – Фридрихса – Леви [21]. 

В начальный момент времени задавались один или два гауссовых им-

пульса  

𝐻(𝑥, 0) = ℎ + 𝐴 exp[ − β(𝑥 − 𝑥1)
2] + 𝐴2 exp[ − β(𝑥 − 𝑥2)

2]      (4) 

с длиной у подошвы  120 м (β = 0,002 м–2). Импульсы разделены в простран-

стве (x1 = 150 м, x2 = 350 м). Амплитуды импульсов A и A2 предполагаются 

одинаковыми по модулю, но могут различаться знаками (рис. 1). Это позволяет 

изучить взаимодействие волн в виде гребня и в виде впадины, при этом нели-

нейные эффекты для них проявляются по-разному. Скорость течения в началь-

ный момент времени равна нулю, поэтому начальный импульс разделяется на 

две симметричные волны, бегущие в противоположные стороны и имеющие 

амплитуды, в два раза меньшие начальной. Начальные амплитуды волн A и A2 

меняются от 0,1 м (слабая нелинейность) до 1 м (сильная нелинейность). 

Р и с.  1. Начальная форма и расположение импульсов 

F i g.  1. Initial form and location of pulses 

Взаимодействие волн малой амплитуды 

При малой амплитуде волн (0,1 м) каждый импульс распадается на два им-

пульса с половинной амплитудой, как это следует из линейной теории. Нели-

нейные эффекты являются очень слабыми, однако они за большое время при-

водят к искажению профиля волны (рис. 2).  

Дисперсия почти не сказывается на таких расстояниях, поскольку задана 

достаточно длинная волна. Фазовые сдвиги достаточно слабые, так что их 

можно игнорировать. Между тем динамика положительного и отрицательного 

импульса происходит по-разному уже в пределах малой амплитуды. Как из-

вестно [22], нелинейность больше во впадине (где полная глубина меньше), 

чем на гребне. Поэтому гребень волны деформировался более слабо, чем по-

дошва (рис. 2, a), в которой уже начинают проявляться осцилляции, обуслов-

ленные дисперсией. 
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Р и с.  2. Осциллограмма волны в точке х = 300 м с начальной амплитудой 0,1 м при положи-

тельной (a) и отрицательной (b) полярности  

F i g.  2. The wave oscillogram at point x = 300 m with the initial amplitude 0.1 m at the positive (a) 

and negative (b) polarity 

Взаимодействие волн умеренной амплитуды 

В этом эксперименте амплитуда начальных импульсов составила 0,6 м, 

т. е. взаимодействие происходило между двумя падающими импульсами с ам-

плитудой, вдвое меньшей начальной. Если не учитывать дисперсию (т. е. ра-

ботать в рамках нелинейной теории мелкой воды), то нелинейность приведет 

к образованию ударной волны и ее амплитуда будет уменьшаться. Взаимодей-

ствие ударных волн в таком случае происходит неупруго, и становятся замет-

ными фазовые сдвиги, которые «затормаживают» падающий импульс при вза-

имодействии с гребнем и «ускоряют» его при взаимодействии со впадиной.  
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Все эти эффекты были изучены нами ранее в рамках бездисперсионной 

модели [22]. Дисперсионная модель показывает новые эффекты, заключающи-

еся в появлении больших осцилляций на теле основной волны, когда форми-

руется так называемый ундулярный бор (рис. 3, 4) [23, 24].  

Р и с.  3. Осциллограмма волны положительной полярности в точке х = 300 м при начальной 

амплитуде 0,6 м 

F i g.  3. The wave oscillogram of the positive polarity at point x = 300 m with the initial amplitude 

0.6 m 

Р и с.  4. Осциллограмма волны отрицательной полярности в точке х = 300 м при начальной 

амплитуде 0,6 м 

F i g.  4. The wave oscillogram of the negative polarity at point x = 300 m with the initial amplitude 

0.6 m 
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На рис. 3 продемонстрированы сценарии взаимодействия падающей 

волны положительной полярности со встречными волнами. Здесь амплитуды 

главной волны в точке x = 300 м составили чуть более 0,5 м (0,53 м – для сце-

нария взаимодействия со впадиной, 0,52 м – для сценария без взаимодействия, 

0,51 м – для сценария с гребнем). Разница в амплитуде здесь вызвана наличием 

нелинейных осцилляций, остающихся в хвосте встречной волны. Фазовый 

сдвиг на рис. 3 составляет 0,7 с. 

На рис. 4 показаны три сценария взаимодействия падающей волны отри-

цательной полярности со встречными волнами. Здесь, как и в предыдущем 

случае, видна небольшая разница в амплитудах и одновременно более отчет-

ливо проявляются осцилляции в хвосте встречной впадины (рис. 4, пунктир до 

момента времени 80 с). В данном случае фазовый сдвиг между сценариями со-

ставляет 1,5 с, а амплитуда впадины во всех трех сценариях равна  0,19 м.  

Взаимодействие волн большой амплитуды 

В этом случае (амплитуда начального импульса равна 0,9 м) нелинейные 

и дисперсионные эффекты становятся определяющими и заметны уже в начале 

численного эксперимента. Здесь процесс распада волны на солитоны происхо-

дит значительно быстрее (рис. 5, 6). 

Р и с.  5. Осциллограмма волны положительной полярности в точке х = 300 м при начальной 

амплитуде 0,9 м 

F i g.  5. The wave oscillogram positive polarity at point x = 300 m with the initial amplitude 0.9 m 

Если же говорить о фазовых сдвигах при взаимодействии волн, то они ока-

зываются качественно такими же, как и в ранее рассмотренных сценариях. От-

метим, что, как и в предыдущем случае, при отрицательной полярности за им-

пульсом «тянется» дисперсионный хвост, который оказывается впереди 

фронта головной волны, что и наблюдается в точке x = 300 м до прихода пада-

ющей волны (рис. 6). Также видны изменения в амплитудах второго и после-
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дующих солитонов. В сценарии взаимодействия с гребнем амплитуды солито-

нов, следующих за главным импульсом, больше, чем в сценарии без взаимо-

действия (рис. 5), а при взаимодействии со впадиной – наоборот, меньше 

(рис. 6). Фазовый сдвиг для таких сценариев составил 1 с по сравнению со сце-

нарием без взаимодействия. 

Р и с.  6. Осциллограмма волны отрицательной полярности в точке х = 300 м при начальной 

амплитуде 0,9 м 

F i g.  6. The wave oscillogram of the negative polarity at point x = 300 m with the initial amplitude 

0.9 m 

При взаимодействии с импульсом падающей волны отрицательной поляр-

ности (рис. 6) влияние нелинейного дисперсионного хвоста, следующего за 

впадиной, отражается на записи мареографа к моменту прихода данной волны 

(40 с от начала эксперимента). Амплитуды этих импульсов составляют 

 0,25 м, при этом фазовый сдвиг равен 2,2 с.  

Заключение 

В данной работе рассмотрены шесть различных сценариев распростране-

ния и встречного взаимодействия импульсов различной полярности в рамках 

уравнений типа Буссинеска с учетом дисперсионных эффектов. Результаты 

приведены для трех различных амплитуд начального импульса: 0,1, 0,6 и 0,9 м. 

В первых двух сценариях задается одиночный импульс, который со вре-

менем распадается на две симметричные волны, бегущие в противоположных 

направлениях; в третьем и четвертом сценариях падающий импульс взаимо-

действует с волной положительной полярности (гребень), бегущей в обратную 

сторону и образованной в результате распада импульса идентичной формы 

и амплитуды; в пятом и шестом сценариях выполняется аналогичное взаимо-

действие с волновой впадиной. 
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Взаимодействие падающего гребня малой амплитуды с импульсами раз-

личной полярности сопровождается малыми фазовыми сдвигами (0,2 с). Взаи-

модействие падающей волны отрицательной полярности с гребнем и впадиной 

в этом случае в силу большей нелинейности приводит к появлению дисперси-

онных эффектов, наблюдаемых в хвосте основной волны. Фазовые сдвиги 

здесь также малы. 

При увеличении амплитуды сильнее проявляются эффекты дисперсии, 

особенно для падающей волны отрицательной полярности. Фазовые сдвиги 

также увеличиваются. Так, для падающих волн при амплитуде 0,6 м и положи-

тельной полярности фазовый сдвиг составляет 0,7 с по сравнению со сцена-

рием без взаимодействия, а при начальной амплитуде 0,9 м он равен 1 с. 

Наиболее сильно нелинейное взаимодействие проявляется для волн отрица-

тельной полярности, поскольку возрастает отношение амплитуды волны к ло-

кальной глубине. В сценарии с падающей волной отрицательной полярности 

при начальной амплитуде импульса 0,5 м фазовые сдвиги составляют 1,5 с по 

сравнению со сценарием взаимодействия, а при амплитуде 0,9 м они равны 2,2 с. 
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