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Аннотация 
Цель. Исследован вертикальный перенос импульса внутренними волнами при учете турбу-
лентной вязкости и диффузии на выходе из Гибралтарского пролива в Средиземное море.  
Методы и результаты. В отличие от традиционного подхода, связывающего вертикальный 
перенос импульса с мелкомасштабной турбулентностью, в работе исследуется волновой меха-
низм переноса. Волновое поле описывается классическими уравнениями гидродинамики стра-
тифицированной несжимаемой жидкости со сдвиговым течением с учетом турбулентной вяз-
кости и диффузии. Краевая задача для амплитуды вертикальной скорости внутренней волны, 
определяющая структуру моды, решается численно. В линейном приближении ее коэффици-
енты являются комплексными, что приводит к комплексному решению и, как следствие, 
к ненулевому вертикальному волновому потоку импульса. Исследуется влияние горизонталь-
ной турбулентной вязкости и диффузии на этот поток. Проведено сравнение трех моделей: 
с постоянными коэффициентами обмена (базовый случай); с коэффициентами обмена, завися-
щими от масштаба явления по закону «4/3»; с коэффициентами горизонтального обмена, учи-
тывающими стратификацию. Показано, что при учете зависимости коэффициентов обмена от 
масштаба явления по закону «4/3» поток импульса по модулю выше, чем при постоянном зна-
чении коэффициентов, но ниже потоков с учетом стратификации. Та же закономерность со-
храняется и для вертикальной составляющей скорости стоксова дрейфа. Выбор коэффициентов 
обмена практически не влияет на горизонтальную составляющую скорости стоксова дрейфа.  
Выводы. Дисперсионные кривые внутренних волн не зависят от выбора коэффициентов обме-
на. Однако декремент затухания волны чувствителен к этому выбору: он выше по модулю, 
когда коэффициенты обмена зависят от масштаба явления по закону «4/3», по сравнению со 
случаем постоянных коэффициентов обмена, и еще выше по абсолютной величине при учете 
стратификации. Та же закономерность справедлива и для вертикального волнового потока 
импульса. 

Ключевые слова: внутренние волны, волновой поток импульса, стоксов дрейф, турбулентная
вязкость, турбулентная диффузия 
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Abstract 
Purpose. The work is purposed at studying the vertical momentum transfer by internal waves at the 
exit from the Strait of Gibraltar to the Mediterranean Sea with due regard for turbulent viscosity and 
diffusion. 
Methods and Results. In contrast to the traditional approach relating vertical momentum transfer to 
small-scale turbulence, the present study examines the wave transport mechanism. The wave field is 
described by the classical equations of hydrodynamics for a stratified incompressible fluid with 
a shear flow with due regard for turbulent viscosity and diffusion. The boundary value problem for 
the amplitude of the vertical velocity of internal wave, which conditions the mode structure, is solved 
numerically. In the linear approximation, its coefficients are complex that leads to a complex solution 
and, consequently, to a non-zero vertical wave momentum flux. The impact of horizontal turbulent 
viscosity and diffusion on this flux is investigated. Three models are compared: the first one – with 
the constant exchange coefficients (basic case), the second – with the exchange coefficients depend-
ing on phenomenon scale according to the “4/3” law, and the third – with the coefficients of horizon-
tal exchange taking into account stratification. It is shown that when the dependence of exchange 
coefficients on the phenomenon scale according to the “4/3” law is taken into account, the momentum 
flux is higher in magnitude than that with constant coefficients, but lower than the fluxes taking into 
account stratification. The same pattern holds for the vertical component of the Stokes drift velocity. 
The choice of exchange coefficients has virtually no effect on the horizontal component of the Stokes 
drift velocity. 
Conclusions. The dispersion curves of internal waves are independent of the choice of exchange coef-
ficients. However, the wave attenuation decrement is sensitive to this choice: it is higher in magnitude 
when the exchange coefficients depend on the phenomenon scale according to the “4/3” law as com-
pared to the case of constant exchange coefficients, and even higher in absolute value when stratifica-
tion is taken into account. The same pattern holds true for the vertical wave momentum flux. 

Keywords: internal waves, wave momentum flux, Stokes drift, turbulent viscosity, turbulent diffu-
sion 
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Введение 
Вертикальный перенос импульса обычно связывался с мелкомасштабной 

турбулентностью, которая генерируется под действием ветра и течений, 
а также вследствие обрушений поверхностных и внутренних волн 1 [1–8]. 
Помимо обрушений внутренних волн следует указать на «мягкий» режим 
поддержания турбулентности, уже сгенерированной сдвигом скорости тече-
ния [9] во внутренней волне. Аналогично в сдвиговых течениях поток с чис-

1 Монин А. С., Озмидов Р. В. Океанская турбулентность. Ленинград : Гидрометеоиздат, 
1981. 320 с. 
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лами Ричардсона, близкими к критическим, может не разрушаться и поддер-
живать турбулентность [10]. В придонном слое мелкомасштабная турбулент-
ность может генерироваться в придонном пограничном слое в результате 
воздействия неоднородностей рельефа дна на течения и приливы [11]. Следу-
ет отметить захват трехмерной внутренней волны наклонным дном, когда 
угол наклона дна таков, что вектор групповой скорости отраженной волны 
параллелен дну. В этом случае энергия захваченной внутренней волны пере-
ходит в турбулентность [12].  

В сдвиговых течениях на критических слоях, где скорость течения равна 
фазовой скорости внутренней волны, могут возникать вихревые структуры 
типа «кошачьих глаз» [13, 14]. Внутренние волны малых амплитуд затухают 
под воздействием мелкомасштабной турбулентности, волны больших ампли-
туд затухают незначительно, но способны усиливать турбулентность [15, 16]. 
При распространении внутренних волн в горизонтально-неоднородном оке-
ане в область малых глубин происходит увеличение их амплитуды с после-
дующим проявлением нелинейных эффектов и диссипации энергии волны 
в турбулентность. Аналогичный механизм наблюдается в горизонтально-
неоднородном волноводе: распространение внутренней волны приводит к ее 
захвату и фокусировке с последующей диссипацией энергии в турбулент-
ность [17]. Внутренние волны нередко распространяются в виде волновых 
пакетов [18, 19]. При распространении пакетов слабонелинейных внутренних 
волн генерируются средние течения, являющиеся эффектом второго порядка 
малости по амплитуде волны [20, 21]. На переднем и заднем фронтах волно-
вого пакета вертикальная компонента скорости этого индуцированного тече-
ния имеет противоположные знаки, поэтому переноса по вертикали не про-
исходит.  

Внутренние волны даже без обрушений могут вносить вклад в верти-
кальный обмен. В диссипативной среде с учетом вязкости и диффузии внут-
ренние волны затухают [22–24]. Фазовый сдвиг между колебаниями верти-
кальной и горизонтальной скоростей при учете турбулентной вязкости 
и диффузии отличен от π / 2  и приводит к значениям вертикального волново-
го потока импульса, отличным от нуля [25–31]. Это обусловлено тем, что 
уравнение для собственной функции внутренних волн содержит комплексные 
коэффициенты, а решение соответствующей краевой задачи – комплексное 
[32, 33], при этом частота волны имеет малую мнимую часть 2 [34–39]. До 
недавнего времени считалось, что коэффициенты горизонтального турбу-
лентного обмена постоянны и не зависят от масштаба явления [27–31]. В ра-
боте [26] учитывалась зависимость коэффициента горизонтального турбу-
лентного обмена от масштаба явления по закону «4/3» 3, 4: 

4/3
1 .M c l        (1) 

2 Воротников Д. И. Процессы переноса, обусловленные инерционно-гравитационными 
внутренними волнами : дисс. … канд. физ.-мат. наук. Москва, 2024. 108 с. 

3 Озмидов Р. В. Горизонтальная турбулентность и турбулентный обмен в океане. Москва : 
Наука, 1968. 200 с. 

4 Озмидов Р. В. Диффузия примесей в океане. Ленинград : Гидрометеоиздат, 1986. 278 с. 
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Коэффициент пропорциональности 1с  в этом законе никак не связывался 
со стратификацией; кроме того, рассматривался специальный случай, когда 
волна распространяется перпендикулярно потоку, с целью аналитического 
решения задачи при постоянной частоте плавучести.  

В настоящей работе рассматриваются реальные профили стратификации 
и течения по данным натурного эксперимента на выходе из Гибралтарского 
пролива в сторону Средиземного моря, учитывается зависимость коэффици-
ента горизонтального обмена от масштаба явления по закону «4/3», однако 
коэффициент 1с пропорциональности в этом законе связывается с частотой 
Брента – Вяйсяля. Основанием для этого служат данные дрифтерного экспе-
римента, приведенные в работах [40, 41]. Согласно этим данным, коэффици-
ент горизонтального обмена пропорционален произведению масштаба скоро-
сти V и масштаба длины L. Масштаб длины пропорционален бароклинному 
радиусу деформации Россби, который пропорционален средней по глубине 
частоте плавучести 5.  

Целью настоящей работы является определение вертикального волнового 
потока импульса у внутренних волн при зависимости коэффициентов горизон-
тального обмена от масштаба явления по закону «4/3» и частоты плавучести. 

Постановка задачи
В приближении Буссинеска рассматриваются свободные прогрессивные 

внутренние волны в безграничном море постоянной глубины при наличии 
сдвигового течения [25–31]. Если ранее коэффициенты горизонтального тур-
булентного обмена предполагались постоянными [25–31], то в настоящей ра-
боте они зависят от вертикальной координаты и горизонтального масштаба 
явления. В линейном приближении находятся амплитудные и дисперсионные 
характеристики внутренних волн, во втором порядке по амплитуде волны 
определяются вертикальный волновой поток импульса и компоненты скоро-
сти стоксова дрейфа [25–27].  

Система уравнений гидродинамики для волновых возмущений имеет 
следующий вид [25–31]: 

где ( , , )u v wu  – вектор волновых возмущений скорости течения; ось x  декар-
товой трехмерной системы координат направлена вдоль среднего плоскопа-
раллельного течения, ось z  направлена противоположно вектору ускорения 
свободного падения g ; 0U  0 ( ), 0, 0U z – вектор скорости среднего течения;

5 Белоненко Т. В., Новоселова Е. В. Метод оценки бароклинного радиуса деформации Рос-
сби : учебное пособие. Санкт-Петербург : СПбГУ, 2019. 25 с. 

0

3 0 0

1 ρ
ρρ h

D dw P
Dt dx

      KU gu u , (2) 
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ρ ρ)  ρh

D M
Dt

 u(   ,  (3) 

divu  0 ,                  (4) 
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ρ , P – волновые возмущения плотности и давления [25–39]; 0ρ ( )z  – невоз-
мущенная средняя плотность; ,K M – коэффициенты горизонтальной тур-

булентной вязкости и диффузии; действие оператора D
Dt

 раскрывается как 

 ( )D
Dt t


   


0u U  [25–39]. Граничные условия на поверхности и на дне: 

условия «твердой крышки» [22, 25–39] и условие «гладкого скольжения» [23, 
25–31]. 

Линейное приближение. Решения линейного приближения для прогрес-
сивной волны имеют следующий вид [25–39]: 

   1 1 1( ) ( ) ( ) exp( ( ω )) c.c., , ρ , , ρA z z z i kx tP P  u u       (5) 

Подстановка формулы (5) в систему (2)–(4) приводит к системе уравне-
ний, связывающей амплитудные функции 1 1 1, ρ ,u P  с 1w [25–31]: 

1
1

dwiu
k dz

 , 0ω k U   , 

01 1 1
1

0ρ (0)
dUP dw dwi w ikK

k k dz dz dz
 

   
 

, 

01
1 2

ρρ ,dw
i k M dz




1 0v  . 

Амплитудная функция вертикальной скорости 1( )w z удовлетворяет
уравнению 

2
1 1

12 ( ) ( ) 0,d w dwa z b z w
dz dz

            (6) 

где 

2

2( ) ik Ka z
ik K z


 
 

,  
    

2
0

2 2
2

2 2 2
( ) 1

d U
N dzb z k

ik M ik K k ik K

 
 

   
    

  

, 

2 0

0

ρ
ρ (0)

dgN
dz

  – квадрат частоты плавучести 2 [25–39].

Граничные условия для функции 1( )w z [25–39]: 

   1 1(0) ( ) 0w w H   .        (7) 

Нелинейные эффекты. Две компоненты скорости стоксова дрейфа
определяются по формулам [42, 25–31]) 
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* *
1 1 1

s 1
1 c.c.
ω

A A dwdu w
k dz dz

  
   

  
,         (8) 

 * *
s 1 1 1 1*

1 1
ω ω

dw iA A w w
dz

 
  

 
,              (9) 

где 1 exp(δω )A A t  , δω Im(ω) . Учет турбулентной вязкости и диффузии 
приводит к тому, что частота волны имеет малую мнимую часть и вертикаль-
ная составляющая скорости стоксова дрейфа (9) не равна нулю [25–31]. Вли-
яние турбулентной вязкости и диффузии на горизонтальную компоненту ско-
рости стоксова дрейфа (8) рассматривается ниже. 

Вертикальный волновой поток импульса uw  определяется по формуле 2 
[25–27, 29, 31–35, 38] 

*
2 * 1 1

1 1 1
dw dwiuw A w w

k dz dz
 

  
 

.     (10) 

uw

0
0

( )1 N zM M
N

 
  

 
,     (11) 

где 0M – коэффициент горизонтального турбулентного обмена в однородной 
жидкости, зависящий от масштаба явления l по закону «4/3»: 

Решение краевой задачи (6), (7) – комплексное, поэтому поток импульса 
uw  (10) отличен от нуля.

Результаты расчетов и их анализ 
Для расчета вертикального волнового потока импульса используем дан-

ные натурного эксперимента в Гибралтарском проливе [43]. На полигоне 
эксперимента как дистанционными методами, так и с помощью контактных 
измерений регистрировали интенсивные внутренние волны с амплитудой до 
16 м. Была выявлена первая мода с периодом 14 мин, причем оценка фазовой 
скорости по данным измерений и теоретические расчеты с помощью численно-
го решения уравнения Тейлора – Гольдштейна для профилей скорости течения 
и частоты плавучести (рис. 1) продемонстрировали хорошее согласие [43].  

Ранее нами предполагалось, что на рассматриваемых масштабах 
M =1 ⋅м с2 1− . В настоящей работе учитывается зависимость коэффициента го-
ризонтального турбулентного обмена от масштаба явления и частоты Брен-
та – Вяйсяля. Отметим, что стратификация препятствует вертикальному об-
мену и подавляет мелкомасштабную турбулентность, однако не препятствует 
горизонтальному обмену, а, напротив, даже усиливает его [44]. На это указы-
вают данные натурного эксперимента по определению коэффициентов гори-
зонтального турбулентного обмена [45]. Полученные вертикальные распре-
деления этого коэффициента указывают на его увеличение в области пикно-
клина при отсутствии циклонов. Поэтому применим модифицированную 
формулу Райли [44] 
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4/3
0 1M c l= ⋅ ,                         (12) 

здесь коэффициент 1c  по данным измерений в большом бассейне равен 
2/3 10,01 см с−⋅  (согласно работе 3). Из формул (11), (12) находим коэффициент 

горизонтального турбулентного обмена при наличии стратификации: 

4/3 / 4/3
1 1

0

( )1 N zM c l С l
N

 
= + ⋅ = ⋅ 

 
.          (13) 

Р и с.  1. Зависимость частоты плавучести (а) и скорости течения (b) от вертикальной координаты 
F i g.  1. Dependence of buoyancy frequency (a) and current velocity (b) on the vertical coordinate 

Здесь ( )N z  – частота Брента – Вяйсяля, цикл/ч, 0 5N =  цикл/ч. Такое 
значение 0N  обеспечивает попадание эмпирических значений коэффициен-
та 1c  (см. работу 3 и [46]) в законе «4/3» (1) в интервал изменения функции 

/
1 ( )С z . Под масштабом явления в формулах (1), (13) будем понимать длину 

волны, т. е. 2π /l k= . Краевая задача (6), (7) решается численно по неявной 
схеме Адамса второго порядка при 2K M=  [26]. Для фиксированной дей-
ствительной части частоты волны 0ω  волновое число и декремент затухания 
волны находятся методом пристрелки 2 [25–31, 34–39]. Сравниваются резуль-
таты расчетов с коэффициентом турбулентного обмена – фиксированным 
( 2 11 м сM −= ⋅ ) и зависящим от масштаба явления по закону «4/3», как при по-
стоянном значении 2/3 1

1 0,01 см сc −= ⋅  в формуле (1), так и в случае зависимости 
(формула (13)) коэффициента обмена от стратификации. 

На рис. 2 представлены дисперсионные кривые первой моды для этих 
трех случаев. Дисперсионные кривые почти совпадают, т. е. действительная 
часть частоты нечувствительна к зависимости (1) коэффициента обмена от 
масштаба l и зависимости (13) коэффициента обмена от частоты плавучести. 
Зато мнимая часть частоты волны заметно зависит от выбора коэффициента 
горизонтального турбулентного обмена (рис. 3).  
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Р и с.  2. Дисперсионные кривые пер-
вой моды внутренних волн при трех 
вариантах выбора коэффициента гори-
зонтального турбулентного обмена 
F i g.  2. Dispersion curves of the first 
mode of internal waves at three variants 
for choosing the coefficient of horizontal 
turbulent exchange 

Р и с.  3. Зависимость декремента затухания волны 
от волнового числа при трех значениях коэффици-
ента горизонтального обмена М: равного 2 11 м с−⋅
(красная кривая); рассчитанного по формуле (1) 
(синяя кривая) и по формуле (13) (зеленая кривая) 
F i g.  3. Dependence of the wave attenuation decre-
ment on wave number for three values of the horizontal 
exchange coefficient M: 2 11 м с−⋅  (red curve); calculat-
ed using formula (1) (blue curve) and using formula 
(13) (green curve)

Р и с.  4. Профили вертикального волнового 
потока импульса uw  при коэффициентах обме-
на М: равного 2 11 м с−⋅  (красная кривая); рас-
считанного по формуле (1) (синяя кривая) и по 
формуле (13) (зеленая кривая) 
F i g.  4. Profiles of the vertical wave momentum 
flux uw  at the exchange coefficients M: 2 11 м с−⋅
(red curve); calculated using formula (1) (blue 
curve) and using formula (13) (green curve) 

Далее будем полагать, что по-
стоянным коэффициентам обмена 
соответствует вариант 1, коэффици-
ентам обмена, зависящим от мас-
штаба явления по закону «4/3», со-
ответствует вариант 2, а варианту 3 
соответствует формула (13), учиты-
вающая зависимость коэффициента 
горизонтального турбулентного об-
мена от частоты Брента – Вяйсяля. 
Декремент затухания волны в вари-
анте 2 (синяя кривая) на рис. 3 
больше по модулю, чем в варианте 
1 (красная кривая), и меньше, чем 
в варианте 3 (зеленая кривая). Вол-
новое число 14-минутных внутрен-
них волн низшей моды составляет 

33,96 10−⋅  рад/м [27, 30]. Нормирую-
щий множитель 1A  находится по 
известному значению максималь-
ной амплитуды вертикальных сме-
щений 2 [25–39].  
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Аналогичные расчеты для трех вариантов выбора коэффициента турбу-
лентного обмена выполнены для вертикального волнового потока импульса 
uw  (10) у 14-минутных внутренних волн первой моды (рис. 4). 

В варианте 2, когда коэффициент турбулентного обмена зависит от мас-
штаба явления по формуле (1), вертикальный волновой поток импульса за-
метно выше по абсолютной величине, чем в варианте 1, при 2 11 м сM −= ⋅ , 
и меньше по модулю потока импульса в варианте 3. Аналогичным образом 
выполнены и расчеты для двух компонент скорости стоксова дрейфа для рас-
сматриваемых трех вариантов выбора коэффициентов турбулентного обмена 
(рис. 5, 6). 

Р и с.  5. Вертикальное распределение гори-
зонтальной составляющей скорости стоксова 
дрейфа 
F i g.  5. Vertical distribution of horizontal com-
ponent of the Stokes drift velocity 

Р и с.  6. Зависимость вертикальной компо-
ненты скорости стоксова дрейфа от глубины 
для трех значений коэффициента горизон-
тального обмена М: равного 2 11 м с−⋅  (крас-
ная кривая); рассчитанного по формуле (1) 
(синяя кривая) и по формуле (13) (зеленая 
кривая) 
F i g.  6. Dependence of vertical component of 
the Stokes drift velocity on depth for three values 
of the horizontal exchange coefficient M: 

2 11 м с−⋅ (red curve); calculated using formula 
(1) (blue curve) and using formula (13) (green
curve)

Как видим, выбор коэффициента обмена почти не влияет на горизон-
тальную компоненту скорости стоксова дрейфа (8). На рис. 6 представлены 
результаты расчета вертикальной составляющей скорости стоксова дрейфа 
(9). Эта компонента скорости в варианте 1 выбора коэффициентов обмена по 
модулю меньше, чем в варианте 2, а в последнем, в свою очередь, меньше, 
чем в варианте 3.  
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Заключение 
Вертикальный волновой поток импульса у внутренних волн при учете 

горизонтальной турбулентной вязкости и диффузии отличен от нуля. Это 
связано с тем, что уравнение для амплитуды вертикальной скорости содер-
жит комплексные коэффициенты и решение краевой задачи (6), (7) – ком-
плексное. Частота волны комплексная и имеет малую мнимую часть – декре-
мент затухания волны, который находится в ходе решения этой краевой зада-
чи. Между компонентами волновых возмущений скорости существует сдвиг 
фаз, отличный от π / 2 , что приводит к отличному от нуля значению верти-
кального волнового потока импульса. При постоянном коэффициенте турбу-
лентного обмена 2 11 м сM −= ⋅  вертикальный волновой поток импульса заметно 
меньше по модулю, чем при коэффициенте обмена, зависящем от масштаба 
явления по формуле (1). В свою очередь, в последнем случае поток импульса 
заметно меньше по абсолютной величине, чем при коэффициенте обмена, 
задаваемом формулой (13), учитывающей стратификацию. На дисперсион-
ных кривых выбор коэффициента обмена почти не сказывается, однако де-
кремент затухания волны чувствителен к этому выбору. Декремент затухания 
волны при 2 11 м сM −= ⋅  по модулю наименьший, Он увеличивается в случае, 
когда коэффициент обмена определяется по формуле (1), и становится 
наибольшим по абсолютной величине при расчете по формуле (13) при по-
стоянном волновом числе. Горизонтальная компонента скорости стоксова 
дрейфа почти не зависит от выбора коэффициента турбулентного обмена, 
в то время как вертикальная компонента заметно выше по абсолютной вели-
чине, когда коэффициент турбулентного обмена зависит от масштаба явления 
по формуле (1), по сравнению с вариантом, когда постоянный коэффициент 
обмена 2 11м сM −= ⋅ . Зависимость (13), учитывающая влияние стратификации 
на коэффициент вертикального турбулентного обмена, дополнительно увели-
чивает вертикальную компоненту скорости стоксова дрейфа. Вертикальная 
компонента скорости стоксова дрейфа играет существенную роль в верти-
кальном переносе тепла и соли.  
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